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พ়ࢁඟوदدردای
شͺرگزاری با و بیاراست معرفت و علم زیور به را انسان وجود که خداوندی درگاه به سپاس و حمد

نمود. یاری رساله این تهیه در مرا که منان ایزد درگاه به
را آرام محیطͬ مسیر این در که خواهرم و مادر پدر، بͬ�دریغ زحمات از که مͬ�دانم لازم خود بر
جناب بزرگوار راهنمای استاد ارزشمند راهنمایͬ�های از همچنین و �کنم تشͺر کردند فراهم برایم
چراغͬ همچون که طوسͬ امین محمود دکتر آقای جناب مشاور استاد و زعفرانیه مهدی دکتر آقای

. باشم داشته را قدردانͬ و تشͺر نهایت بودند راهم راهنمای
مͬ�نمایم. قدردانͬ یاری�کردند، مرا رساله مختلفاین مراحل تمام در که عزیزم خواهر از نیز پایان در
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ଓฬندজو१
نͽذرد بر انديشه برتر كزين خرد و جان خداوند نام به

سرمايه�هاي و استادان دانش از بهره�گيري كوششخويشو پاک، آفريدگار خواست به اينͷکه
بزرگسوگند خداوند پيشͽاه در گردآورده�ام، خرد دانشو از توشه�اي بوم، و مرز اين معنوي و مادي
خداوند بردارم. گام درست و راست راه بر همواره خويش، دانش كارگيري به در كه مͯ�كنم ياد
ازهمه كه مͯ�گيرم گواه امين داورانͯ عنوان به را حاضران ديͽر و دانشجويان شاهدان، شما بزرگ،
جهان تبديل براي كوششͯ هيچ از و گيرم بهره دانش مرزهاي گسترش براي خود توان و دانش
داشته نظر در را انسانͯ كرامت همواره كه مͯ�بندم پيمان نورزم. دريغ زيستن، براي بهتر جايͯ به
به در كه مͯ�خورم سوگند دهم. ياري امͺان حد سر تا مͺان و زمان هر در را خود همنوعان و باشم
اخلاقͯ اصول و شرافت پرهيزگاري، آيين انسانͯ، رسم و راه با كه كاري به خويش دانش كارگيري
سايه در همچنين نيازم. دست دارد مباينت اسلام، مبين دين ويژه به الهͯ، بزرگ اديان از برخاسته
ميهن سرافرازي و آبادانͯ براي كوششͯ هيچ از مͯ�بندم پيمان اسلامͯ، و انسانͯ شمول جهان اصول
برابر در و او پيشͽاه در همواره تا طلبم ياري به را بزرگ خداوند و نͺنم فروگذاري ميهنانم هم و

بمانم. استوار ابد تا پيمان اين بر سرافراز، ملت و خويش بيدار وجدان
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થଢหࡉتواصاॻࢌষتاج
تعالͬ بسمه

مقطع کاربردی ریاضͬ رشته ٩٠٢٣١٣٣٠٢١ دانشجویͬ شماره به ابارشͬ مهناز اینجانب
ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ

و تصرف و دخل هرگونه بدون و اینجانب کار حاصل پایان�نامه این نتایج کلیه که مͬ�نمایم تأیید
صورت در کرده�ام ذکر منبع مشخصات کامل ذکر با را دیͽران آثار از شده برداری نسخه موارد
(قانون حاکم مقررات و ضوابط با مطابق دانشͽاه تشخیص به فوق مندرجات خلاف اثبات

ضوابط صوتͬ آثار و نشریات و کتب تͺثیر و ترجمه قانون مصنفان. و مولفان حقوق از حمایت
در اعتراض گونه هر حق و شد خواهد رفتار اینجانب با ( انضباطͬ و پژوهشͬ آموزشͬ مقررات و

سلب خویش از را مجازات و تخلف تعیین و تشخیص و مͺتسب حقوق احقاق خصوص
مراجع و حقوقͬ و حقیقͬ از اعم اشخاص به پاسخͽویͬ گونه هر مسئولیت ضمن در مͬ�نمایم.
مسئولیتͬ هیچ�گونه دانشͽاه و بود خواهد اینجانب عهده به ( قضایͬ و اداری از (اعم صلاح ذی

. داشت نخواهد خصوص این در

ابارشͬ مهناز خانوادگͬ: نام و نام
: امضا و تاریخ



ଓฬداریازپایان�ୀهෙوزख़

توسط که محدودیتͬ به توجه با و کتابخانه مقررات چوب چهار در پایان�نامه این از برداری بهره
است: بلامانع مͬ�شود تعیین زیر شرح به راهنما استاد

است. بلامانع همͽان برای پایان�نامه این از برداری بهره •

است. بلامانع راهنما استاد از مجوز اخذ با پایان�نامه این از برداری بهره •

است. ممنوع ............................ تاریخ تا نامه پایان این از برداری بهره •

اول راهنمای استاد : راهنما استاد
: تاریخ
امضاء:



تͺمیلͬ تحصیلات دوره نامه پایان چͺیده فرم
تͺمیلͬ تحصیلات دفتر

٩٠٢٣١٣٣٠٢١ دانشجویͬ: ش نام:مهناز ابارشͬ خانوادگͬ: نام

طوسͬ امین محمود مشاور:دکتر استاد زعفرانیه مهدی دکتر راهنما: استاد

عملیات در تحقیق گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده:

— صفحه: تعداد ٩٢٫ ٧٫ ١٧ دفاع: تاریخ ارشد کارشناسͬ مقطع:

درختͬ شبͺه ͷی روی بهینه مسیرهای آوردن بدست پایان�نامه: عنوان

درختͬ مرکزی،هسته میانه مسیر مرکزی، مسیر میانه، مسیر ، مͺان�یابͬ واژه�ها: کلید

مراکز از بسیاری است. خدمات مدیریت حوزه در کاربردی و مهم بسیار مباحث از ͬͺی مͺانیابͬ مسائل چͺیده:
ͷی ساختن مثال برای مͬ�کنند. استفاده مͺان�یابͬ علم از خود اجرایͬ پروژه�های انجام برای دولتͬ غیر و دولتͬ
شبͺه عبور مسیر تعیین همچنین است. ساخت مͺان تعیین نیازمند اول مرحله در کارخانه ͷی یا و بیمارستان
مسائل این�گونه در مͬ�گیرند. قرار مͺان�یابͬ مسائل زمره در مترو مانند نقل و حمل شبͺه�های یا شهری فاضلاب
مسائل �باشد. داشته موجود مشتری�های تا را ممͺن فاصله کم�ترین امͺان حد تا که است مسیری تعیین هدف
یͷسرویس�دهنده عبور مسیر یا و سرویس�دهنده چند یͷیا دادن قرار ͬͽونͽچ حقیقتمطالعه در شبͺه مͺان�یابͬ
چهار پایان�نامه این در کند. سرویس�دهͬ شͺل بهترین به را موجود مشتری�های که گونه�ای به است شبͺه ͷی در
را درختͬ میانه مسیر و مرکزی میانه مسیر مرکزی، مسیر میانه، مسیر مسائل عنوان تحت مͺان��یابͬ مسئله نوع
کردن پیدا هدف میانه، مسیر مسئله در مͬ�کنیم. بررسͬ وزن�دار غیر و وزن�دار رئوس و یال�ها با شبͺه ͷی در
مسیر مسئله در باشد. ممͺن مقدار کمترین آن از شبͺه رئوس وزنͬ فاصله مجموع که است مسیری کوتاهترین
ممͺن مقدار کمترین آن از مشتری�ها فاصله حدأکثر که است به�گونه�ای مسیر بهینه مͺان کردن پیدا هدف مرکزی
ماکزیمم معیارهای ترکیب از استفاده با مسیر ͷی بهینه محل کردن پیدا هدف مرکزی، میانه مسیر مسئله در باشد.
زیر کردن پیدا از است عبارت درختͬ میانه مسیر است. سرویس�دهنده�ها از مشتری�ها فاصله میانͽین و فاصله
ممͺن مقدار کم�ترین آن تا درخت رئوس وزنͬ فاصله مجموع که گونه�ای به l حدأکثر طول و برگ k با درختͬ

باشد.

راهنما استاد امضای



مطالب فهرست

١ مقدمه

٣ تاريخچه

۵ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺان�یابͬ تعاریف ١.١

١١ مرکزی میانه مسیر و مرکزی مسیر میانه، مسیر مسائل ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه و مقدمه ١.٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته) میانه( مسیر ٢.٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفͬ ١.٢.٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته مسأله خواص ٢.٢.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درختͬ برش عملیات ٣.٢.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن به�هنͽام عملیات ۴.٢.٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . درخت هسته یافتن برای Peng الͽوریتم ۵.٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسلیتر و مورگان الͽوریتم ۶.٢.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . اسلیتر و مورگان الͽوریتم پیمایش�های ٧.٢.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی مسیر و مرکز ٣.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز ١.٣.٢
٣١ . . . . . . . . . . درخت مرکز آوردن بدست برای هندلر الͽوریتم ٢.٣.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی مسیر ٣.٣.٢
٣٢ . . . . . . درخت مرکزی مسیر آوردن بدست برای مینیͺا الͽوریتم ۴.٣.٢
٣۴ . . . . . . درخت مرکزی مسیر آوردن بدست برای PCT الͽوریتم ۵.٣.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی میانه مسیر ۴.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴.٢

٩



٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله معرفͬ ٢.۴.٢
۴۴ . . . . . . درخت مرکزی میانه مسیر یافتن برای Berman الͽوریتم ٣.۴.٢
۴٧ . . . . . درخت مرکزی میانه مسیر یافتن برای Averbakh الͽوریتم ۴.۴.٢

۵٣ برگ k با درختͬ هسته ٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه و مقدمه ١.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله فرمول�بندی ٢.٣
۵٨ . . . . . . . K ثابت مقادیر ازاء به KTC آوردن بدست الͽوریتم ١.٢.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . درختͬ هسته و هسته بین روابط ٢.٢.٣
۶٣ . . . . . . . K بزرگ مقادیر ازاء به KTC آوردن بدست الͽوریتم ٣.٢.٣

۶٧ l مقید طول و برگ k با درختͬ هسته ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه و مقدمه ١.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله مدل�بندی ٢.۴

درخت ͷی در (k, l)− treecore کردن پیدا برای Beker الͽوریتم ١.٢.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بͬ�وزن
٧٢ . . . . . . . . . . . . بͬ�وزن درخت�های در کردن هرس عملیات ٢.٢.۴
٨٠ . . . . . . . وزن�دار درخت ͷی در (k, l)− core یافتن الͽوریتم ٣.٢.۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . وزن�دار درخت�های در کردن هرس عملیات ۴.٢.۴

٩٠ پیشنهادات و نتیجه�گیری

٩٢ انͽلیسͬ به فارسͬ نامه واژه

٩۴ پیوست
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامه کتاب
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کال ଲتا॥ෙव
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ͷی در v-شاخه یافتن مثال ١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B(v۴, v٨) ٢.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر ͷی برای بحرانͬ رأس تعیین مثال ٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت هسته ١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متفاوت هسته�های مثال ٢.٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده ریشه�دار درخت ٣.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت هسته مثال ۴.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور و بعدی رئوس لیست ۵.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . MS الͽوریتم از استفاده با درخت هسته کردن پیدا ۶.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی مسیر و مرکز یافتن ٧.٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی مسیر ٨.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ͷی در v-شاخه یافتن مثال ٩.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B(v۴, v٨) ١٠.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر ͷی برای بحرانͬ رأس تعیین مثال ١١.٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی میانه مسیر ١٢.٢

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس از فاصله ١.٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر از فاصله ٢.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت زیر از فاصله ٣.٣
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درختͬ هسته ۴.٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ ۴ با درختͬ هسته ۵.٣

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ͷی در (٢,۴)− core یافتن مثال ١.۴
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٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ͷی در (٣,۴)− core یافتن مثال ٢.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T̂ ٣ شده هرس درخت ٣.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T̂ ۴ شده هرس درخت ۴.۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T̂ ۵ شده هرس درخت ۵.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T̂ ١٢ شده هرس درخت ۶.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣,۴)− core ٧.۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . وزن�دار درخت ͷی در (۴,۵)− core یافتن مثال ٨.۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v١٠ رأس در شده ریشه�دار درخت ٩.۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S

′
١ ١٠.۴

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S
′
٢ ١١.۴

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S
′
٣ ١٢.۴

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S
′

۴ ١٣.۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S

′

۵ ١۴.۴
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مقدمه

میزان آن�ها از هرکدام و موجودند جغرافیایͬ ناحیه ͷی در مشتری�ها از مجموعه ͷی کنیم فرض

موقعیت تعیین کلͬ حالت در مͺان�یابͬ مسائل در ما هدف شود. برآورده باید که دارند تقاضایͬ

بین ما فاصله از خاصͬ تابع که به�گونه�ای است، ناحیه �این در سرویس�دهنده چند گاهͬ یا و ͷی

طراحͬ به مͬ�توان سرویس�دهنده�ها �این از مثالͬ کند.به�عنوان بهینه را تقاضا نقاط و سرویس�دهنده

فاضلاب آبو لوله�های مسیر برون�شهری، جاده�های یا شهر داخل خیابان�های حرکتشهری، مسیر

کرد. اشاره

کردن پیدا هدف مسأله این در که است هسته مسئله شبͺه، مͺانیابͬ مسائل مهم�ترین از ͬͺی

باشد ممͺن مقدار کم�ترین آن از شبͺه رئوس وزنͬ فاصله مجموع که است مسیری کوتاه�ترین

تا سرویس�دهنده به مشتری�ها دسترسͬ آن روی بر سرویس�دهنده ͷی کردن واقع با نتیجه در .[١]

نقطه چند روی بر سرویس�دهنده�ها که p-میانه مسئله خلاف بر واقع در مͬ�شود. تسهیل امͺان حد

ͷی روی بر که است پیوسته مجموعه ͷی دهنده سرویس هسته مسئله در مͬ�گیرند قرار هم از جدا

مͬ�گیرد. قرار مسیر

در که است مشتری�هایͬ دسترسͬ تسهیل هدف مͺان�یابͬ، مسائل حل در مواقع برخͬ در گاهͬ

کردن پیدا از است عبارت مͺان�یابͬ مسئله نوع این دارند. قرار سرویس�دهنده�ها از زیادی فاصله

چنین باشد. ممͺن مقدار کم�ترین آن از مشتری�ها فاصله حدأکثر که به�گونه�ای مسیر بهینه مͺان

شد بررسͬ همͺارانش و کوکاینه توسط ١٩٨١ سال در مسئله این مͬ�نامیم. مسیرمرکزی را مسیری

١٩٨٢ سال در مسئله این همچنین .[٢] دهند ارائه آن حل برای خطͬ الͽوریتمͬ توانستند آن�ها و

.[٣] داد ارائه آن برای خطͬ الͽوریتم ͷی نیز او و شد بررسͬ نیز اسلیتر توسط

١



استفاده مورد وسیله ͷی بهینه محل تعیین برای شبͺه مͺان�یابͬ تئوری در اغلب که اصلͬ معیار دو

وسیله بین فاصله میانͽین و مشتری�ها تا وسیله بین فاصله ماکزیمال از: است عبارت مͬ�گیرد قرار

نظر[۴]. مورد مشتری�های و

استفاده با مسیر ͷی بهینه محل کردن پیدا شده، پرداخته آن به که مͺان�یابͬ مسائل از دیͽری نوع

چنین است. سرویس�دهنده�ها از مشتری�ها فاصله میانͽین و فاصله ماکزیمم معیارهای ترکیب از

مسیر و میانه مسیر مسا�ئل از ترکیبͬ مسئله این واقع در .[۵] دارد نام مرکزی میانه مسیری،مسیر

مسیر آهن، راه ریل خط�های مسیر طراحͬ به مͬ�توان مسائلͬ چنین از مثالͬ عنوان به است. مرکزی

است شده ثابت بسیاری مقالات در کرد. اشاره فاضلاب و آب لوله خط�های مسیر هوایͬ، راه�هایͬ

(n − ١) بهینه مسیر�های نمایش�های تعداد است، (n) درخت رأس�های تعداد این�که وجود با که

است.

پیدا هدف مسائل نوع این در که است شبͺه مͺان�یابͬ مسائل از دیͽری نوع درختͬ هسته مسئله

کم�ترین آن تا شبͺه رئوس فاصله مجموع که به�گونه�ای است برگ k دقیقاً با درختͬ زیر کردن

الͽوریتمͬ توانست او و شد بررسͬ پن توسط ١٩٩٢ سال در مسئله این باشد. ممͺن مقدار

پیدا هدف آن در که دارد وجود نیز درختͬ هسته مسئله از دیͽری نوع دهد. ارائه آن برای خطͬ

و بͺر توسط ٢٠٠٢ سال در مسئله این است. l مقید طول و برگ k دقیقاً با درختͬ زیر کردن

آن کردن پیدا برای مختلف زمانͬ مرتبه�های با الͽوریتم دو توانستند آن�ها و شد بررسͬ همͺارانش

ایترنتͬ شبͺه�های مانند بالا سرعت با ارتباطͬ شبͺه�های طراحͬ در درختͬ هسته مسئله دهند. ارائه

دارد. کاربرد بسیار

است. شده گرفته [٩] و [٨] ،[٧] ،[۶] مقاله�های از پایان�نامه این اصلͬ ایده •
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تاریخچه

مͺان�یابͬ علم در مطالعات است. منابع وتخصیص مدیریت علم در مهم مبحث ͷی مͺان�یابͬ

ͷی مͺان کردن پیدا مسئله وی شد[١٠]. آغاز ١ وبر آلفرد توسط ١٩٠٩ سال در رسماً مدرن

بررسͬ مورد را است ممͺن مقدار کم�ترین مشتری چند تا آن فاصله مجموع راکه دهنده سرویس

در مͺان�یابͬ کرد. پیشنهاد ١٩٣٧ سال در وبر مسئله برای تͺراری روش ͷی ٢ ایزفلد داد. قرار

برای را مͺان�یابͬ مسئله حͺیمͬ .[١] کرد تجربه ٣ حͺیمͬ توسط را مجددی تولد ١٩۶۴ سال

همچنین داد. قرار استفاده مورد شهری مناطق و بزرگ�راه�ها در پلیس گشت�های مͺان کردن پیدا

است. NP-سخت مسئله ͷی شبͺه روی بر مسیر کردن پیدا که داد نشان ١٩٩٣ سال در حͺیمͬ

است ذکر به لازم .[٢] دادند ارا�ئه آن برای خطͬ الͽوریتمͬ ١٩٨٠ سال در ۴ واسلیتر مورگان

مدل�های طبقه�بندی اولین داده�اند. ارائه مͺان�یابͬ مدل�های از طبقه�بند�هایͬ محققین از برخͬ که

و ٨ نیͺل ٧و هاماخر آن از پس و شد[١١] ارائه ۶ ومیرچندانͬ ۵ هندلر توسط مͺان�یابͬ مختلف

داد. ارائه درخت مرکز کردن پیدا برای الͽوریتمͬ هندلر دادند[١٢]. ارائه را مدل�هایͬ ٩ هانسن

بررسͬ مورد ١٩٨١ سال در همͺاران و ١٠ کوکاینه را درخت ͷی مرکزی مسیر کردن پیدا مسئله

١١ اسلیتر توسط مسئله این نیز ١٩٨٢ سال در دادند[١٣]. ارائه آن برای خطͬ الͽوریتم و داده قرار

.[١۴] داد ارائه درخت هسته کردن پیدا برای الͽوریتمͬ بͺر ١٩٩٠ سال در همچنین شد. بررسͬ

دادند ارائه درخت ͷی مرکزی میانه مسیر کردن پیدا برای روشͬ ١٢ اورباخ و برمن ١٩٩٩ سال در

. [١۵]

زمانͬ مرتبه با الͽوریتمͬ او و شد معرفͬ ١٣ پن توسط ١٩٩٣ سال در که درختͬ هسته مسئله
١Weber ٢Weiszfeld ٣Hakimii ۴Mirchandani ۵Handler ۶Mirchandani ٧Hamacher
٨Nichel ٩Hansen ١٠Cocckayne ١١Slater ١٢Berman and Averbakh ١٣Peng
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یونو و شئورا توسط ١٩٩٧ سال در مسئله این همچنین .[١۶] داد ارائه آن کردن پیدا برای O(kn)

.[١٧] دادند ارائه آن یافتن برای خطͬ الͽوریتمͬ نیز آن�ها و شد بررسͬ نیز ١

١Shioura and Uno
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مͺان�یابͬ تعاریف ١.١

شامل V مانند مجزا مجموعه جفت ͷی شامل G = (V,E) شبͺه ͷی ( (شبͺه١ .١.١ تعریف

w(v) با را v ∈ V رأس هر ۴ وزن است. شبͺه ٣ یال�های مجموعه E و شبͺه ٢ رئوس مجموعه

طول و مͬ�کند متصل یͺدیͽر به را vj و vi رئوس که است یالͬ < vi, vj > یال . مͬ�دهیم نشان

مͬ�دهیم. نشان lij با را آن ۵

یال�هایشان توسط که v١, v٢, · · · , vn مانند تͺراری رئوسغیر از دنباله�ای به ( (مسیر۶ تعریف٢.١.

مͬ�گوییم. مسیر هستند متصل یͺدیͽر به

طول با برابر که مͬ�دهیم، نشان d(u, v) با را v و u رأس دو فاصله ( (فاصله٧ .٣.١ تعریف

مͬ�کند. متصل هم به را رأس دو این که است مسیری کوتاهترین

باشد. منطبق هم بر انتهایش و ابتدا که است مسیری ( (دور٨ .۴.١ تعریف

حدأقل متمایزش رأس دو هر بین اگر مͬ�گوییم، همبند را G شبͺه ( همبند٩ (شبͺه .۵.١ تعریف

باشد. داشته وجود مسیر ͷی

گوییم. درخت باشد، دور فاقد که را G همبند شبͺه ( (درخت١٠ .۶.١ تعریف
١Graph ٢V ertex ٣Edge ۴Weight ۵Length ۶Path ٧Distance ٨Cycle ٩Connected
١٠Tree
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نامیم. برگ را باشد یال ͷی به متصل تنها که درخت از رأسͬ ( (برگ١ .٧.١ تعریف

|V | = n با رئوسآن مجموعه V که باشد درختͬ یͷشبͺه T = (V,E) فرضکنید تعریف٨.١.

w(v)متناظر نامنفͬ وزن�های و صفر غیر یال�ها تمام طول بطوری�که باشد، آن یال�های Eمجموعه و

v-شاخه با را T − v از پیوسته ای مجموعه v دلخواه رأس هر برای اکنون �باشد. v رأس�های با

منحصر شاخه -v ͷی عنوان رابه B(v, q) مجموعه q مانند دیͽر رأس هر برای مͬ�دهیم. نشان ٢

مͬ�کنیم. تعریف آن رأس�های مجموعه را N(v, q) و است q شامل که مͬ�گیریم نظر در بفرد

هستند ۴ همسایه آن با که است رأس�هایͬ تعداد با برابر رأس هر درجه ( رأس٣ (درجه تعریف٩.١.

. مͬ�دهیم نشان NEI(v) با را رأس�ها این تمام مجموعه و

. است درخت در مسیر بلندترین طول با برابر درخت ͷی قطر ( (قطر۵ .١٠.١ تعریف

درخت ͷی در v-شاخه یافتن مثال :١.١ شͺل

و رأس ١٧ با درختͬ شͺل این در . کنید توجه ١.١ شͺل به قبل تعاریف بهتر درک برای .١ مثال

: است زیر بصورت مجموعه�ای v۴-شاخه بͽیرید. نظر در را v۴ رأس دارد. وجود یال ١۶

T − v۴ = {v١, v٢, v٣, v۵, v۶, v٧, v٨, v٩, v١٠, v١١, v١٢, v١٣, v١۴, v١۵, v١۶, v١٧}
١Leaf ٢V −Branch ٣Degree ۴Adjacent ۵Diameter
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رأس که v٨ رأس شامل است درختͬ زیر B(v۴, v٨) ، v٨ رأس برای کاندیدا عنوان به اکنون

در که است درخت زیر این رأس�های مجموعه N(v۴, v٨) ببینید. را ٢.١ شͺل ندارد. بر در را v۴

است: آمده زیر

N(v۴, v٨)={v٨, v٩, v١٠, v١١, v١٢, v١٣, v١۴, v١۵, v١۶, v١٧}

B(v۴, v٨) :٢.١ شͺل

مینیمال مرکزگیری مسیر کوتاهترین ؛ درخت مرکزی مسیر ( درخت١ مرکزی (مسیر تعریف١١.١.

. مͬ�دهیم نشان است بفرد منحصر که PC با را آن و است

نشان c با آن�را و است درخت قطر میانͬ نقطه درخت، مطق مرکز ( مطلق٢ (مرکز .١٢.١ تعریف

مͬ�دهیم.

c ∈ دیͽر عبارت به دارد قرار درخت (PC) مرکزی مسیر درون (c) درخت مطلق مرکز .١ نͺته

.PC

مسیر هر برای ، باشد درخت ساده مسیرهای همه از مجموعه�ای Φ کنید فرض .١٣.١ تعریف

: مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت را مسیر و رأس بین فاصله v ∈ V رأس هر و P ∈ Φ

d(P, v) = min
u∈P

d(u, v) (١.١)
١Path− Center ٢Absolut Center
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ترتیب به را متوسط فاصله و ماکزیمال فاصله P ∈ Φ دلخواه مسیر هر ازاء به .١۴.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت

F (P ) = Max(P ) = max
v∈V

d(P, v) (٢.١)

G(P ) = Mean(P ) =
∑
v∈V

w(v)d(P, v) (٣.١)

یعنͬ باشند، PC مسیر انتهایͬ و ابتدا رأس�های c٢ و c١ فرضکنید ( میان١ͬ (مسیر تعریف١.١۵.

دیͽری مسیر هر برای اگر است میانͬ مسیر ͷی P مسیر اکنون .PC = P (c١, c٢) باشیم داشته

باشیم: داشته P ′ مانند

Mean(P ) ⩽ Mean(P
′
) (۴.١)

مسیر ͷی برای بحرانͬ رأس تعیین مثال :٣.١ شͺل

بحرانͬ رأس ͷی a ∈ P رأس P مانند دلخواه مسیر ͷی ازاء به ( بحران٢ͬ (رأس .١۶.١ تعریف

که: باشد داشته وجود قسمͬ به b ∈ V مانند دیͽری رأس اگر است، P مسیر برای

d(b, a) = d(P, b) = Max(P ) (۵.١)
١Path−Median ٢Critical − V ertex
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زیرا: مͬ�باشد P (a١, a٢) مسیر برای بحرانͬ رأس ͷی ٣.١ شͺل درخت در tرأس .٢ مثال

d(t, b١) = d(P (a١, a٢), b١) = Max(P ) = ٢۵

مͬ�کنیم: تعریف را زیر مقادیر a-شاخه، و a دلخواه رأس برای .١٧.١ تعریف

Q١(a, b) =
∑

v∈N(a,b)

w(v) (۶.١)

B(a, b) به متعلق رئوس وزنͬ مجموع از عبارتست

Q٢(a, b) =
∑

v∈N(a,b)

d(v, a)w(v) (٧.١)

.aرأس تا B(a, b) به متعلق رئوس وزنͬ فاصله مجموع از عبارتست

Q٣(a, b) = max
v∈N(a,b)

d(v, a)w(v) (٨.١)

aرأس تا B(a, b) به متعلق رئوس وزنͬ فاصله ماکزیمم از عبارتست

Q۴(a, b) = min
v∈N(a,b)

∑
t∈N(a,b)

w(t)d(t, P (a, v)) (٩.١)

aرأس از گذشته مسیرهای و B(a, b) به متعلق رئوس بین وزنͬ فاصله مینیمم از عبارتست

Q۵(a, b) = Q٢(a, b)−Q۴(a, b) (١٠.١)

B(a, b) متعلق رئوس و aرأس از گذشته مسیرهای وسیله به شده ذخیره فاصله از عبارتست

R(a) =
∑

b∈NEI(a)

Q٢(a, b) (١١.١)

aرأس تا فاصله�ها مجموع از عبارتست

R(t) و Qi(t, c) مقادیر ٣.١ شͺل درخت در فوق، فرمول�های از مثالͬ عنوان به اکنون .٣ مثال

است: زیر بصورت که کنیم تعیین را N(t, c) باید ابتدا مͬ�کنیم. تعیین را
٩



N(t, c) = {c, b١, b٢}

Q١(t, c) =
∑

v∈N(t,c) w(v) = ٣

Q٢(t, c) =
∑

v∈N(t,c) d(v, a)w(v) = ۵+ ٢۵+ ٢۵ = ۵۵

Q٣(t, c) = maxv∈N(t,c) d(t, v)w(v) = ٢۵

Q۴(t, c) = minv∈N(t,c)

∑
u∈N(u,b)w(u)d(u, P (u, v)) = ٢٠

Q۵(t, c) = Q٢(t, c)−Q۴(t, c) = ۵۵− ٢٠ = ٣۵

R(t) =
∑

c∈NEI(t)Q٢(t, c) = Q٢(t, a١) +Q٢(t, a٢) +Q٢(t, a٣) +Q٢(t, c) =

۵۵+ ٧٠+ ١٠+ ۵۵ = ١٩٠

میانه مسیر ͷی یا ٢ بهینه پرتو مسیر ͷی P ′ ∈ Φ مسیر ( مرکزی١ میانه (مسیر .١٨.١ تعریف

قسمͬ�که: به� باشد نداشته وجود P ∈ Φ مانند دیͽری مسیر اگر است، مرکزی

Max(P ) ⩽ Max(P
′
) (١٢.١)

Mean(P ) ⩽ Mean(P
′
) (١٣.١)

. باشد اکید نامساوی�ها از ͬͺی حدأقل یا

Q مجموعه هر برای باشد، بهینه پرتو مسیرهای تمام از مجموعه�ای Π کنید فرض .١٩.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ϕ− representaion مجموعه مسیرها این از

ϕ(Q) = {(F,G) ∈ R٢|∃P ∈ Q;F = Max(P ), G = Mean(P )} (١۴.١)

١Path−Medi− Center ٢Pareto−Optimal
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٢ فصل

میانه مسیر و مرکزی مسیر میانه، مسیر مسائل
مرکزی

تاریخچه و مقدمه ١.٢

از ͬͺی که مͬ�پردازیم هسته مسئله معرفͬ به اول بخش در . است بخش سه شامل فصل این

مسیری کوتاه�ترین کردن پیدا هدف مسأله این در واقع در است. شبͺه مͺان�یابͬ مسائل مهم�ترین

کردن واقع با نتیجه در باشد. ممͺن مقدار کم�ترین آن از رئوسشبͺه وزنͬ فاصله مجموع که است

مͬ�شود. تسهیل امͺان حد تا سرویس�دهنده به مشتری�ها دسترسͬ آن روی بر سرویس�دهنده ͷی

مͬ�گیرند قرار هم از جدا نقطه چند روی بر سرویس�دهنده�ها که p-میانه مسئله خلاف بر واقع در

در مͬ�گیرد. قرار مسیر ͷی روی بر که است پیوسته مجموعه ͷی دهنده سرویس هسته مسئله در

سال .در [١٨] دادند ارائه درخت هسته کردن پیدا برای را الͽوریتمͬ اسلیتر و مورگان ١٩٨٠ سال

توسط مسئله این نیز ١٩٩٢ سال در داد. ارائه درخت هسته کردن پیدا برای الͽوریتمͬ بͺر ١٩٩٠

دادند ارائه درخت هسته کردن پیدا برای خطͬ الͽوریتمͬ نیز آن�ها و شد بررسͬ همͺارانش و پن

.[١٩] است اسلیتر و مورگان الͽوریتم به نسبت کم�تری محاسبات دارای که

هدف مسئله این در که مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را درخت مرکزی مسیر مسئله دوم بخش در

مسئله نوع این دارند. قرار سرویس�دهنده از زیادی فاصله در که است مشتری�هایͬ دسترسͬ تسهیل

آن از مشتری�ها فاصله حدأکثر که به�گونه�ای مسیر بهینه مͺان کردن پیدا از است عبارت مͺان�یابͬ

توسط ١٩٨١ سال در مسئله این مͬ�نامیم. مسیرمرکزی را مسیری چنین باشد. ممͺن مقدار کم�ترین

١١



همچنین دهند. ارائه آن برای خطͬ الͽوریتمͬ توانستند آن�ها و شد بررسͬ همͺارانش و کوکاینه

ارائه آن برای خطͬ الͽوریتم ͷی نیز او و شد بررسͬ نیز اسلیتر توسط ١٩٨٢ سال در مسئله این

ͷی مرکزی مسیر کردن پیدا مسئله داد. ارائه درخت مرکز کردن پیدا برای الͽوریتمͬ هندلر داد.

آن برای خطͬ الͽوریتم و داده قرار بررسͬ مورد ١٩٨١ سال در همͺاران و ١ کوکاینه را درخت

شد. بررسͬ ٢ اسلیتر توسط مسئله این نیز ١٩٨٢ سال در دادند. ارائه

کردن پیدا هدف مسئله این در واقع در مͬ�کنیم، معرفͬ را درخت مرکزی میانه مسیر سوم بخش در

مشتری�ها فاصله میانͽین و فاصله ماکزیمم معیارهای ترکیب از استفاده با مسیر ͷی بهینه محل

از ترکیبͬ مسئله این واقع در دارد. نام مرکزی میانه مسیری،مسیر چنین است. سرویس�دهنده�ها از

مسیر طراحͬ به مͬ�توان مسائلͬ چنین از مثالͬ عنوان به است. مرکزی مسیر و میانه مسیر مسا�ئل

کرد. اشاره فاضلاب و آب لوله خط�های مسیر هوایͬ، راه�هایͬ مسیر آهن، راه ریل خط�های

ارائه درخت ͷی مرکزی میانه مسیر کردن پیدا برای روشͬ ٣ اورباخ و برمن ١٩٩٩ سال در

دادند.

هسته) میانه( مسیر ٢.٢
معرفͬ ١.٢.٢

تعیین هدف مسائل این�گونه در است. هسته) میانه( مسیر مسئله مͺان�یابͬ مسائل انواع از ͬͺی

شبͺه در شهری بین قطار یا اتوبوس ͷی حرکت مسیر مانند دهنده سرویس ͷی دادن قرار مͺان

شود. تسهیل آن به متقاضͬ نقاط دسترسͬ امͺان حد تا بطوری�که است

G = شبͺه در سرویس�دهنده ͷی دادن قرار مͺان تعیین هدف مسأله، این در دیͽر به�عبارت

باشد. ممͺن مقدار کم�ترین مشتری�ها تا آن وزنͬ فاصله مجموع که، است گونه�ای به (V,A)

نیاز مورد نͺات و تعاریف از برخͬ بیان به هسته، آوردن بدست برای الͽوریتمͬ بیان از قبل

مͬ�پردازیم.

وزنͬ فاصله مجموع که است مسیری از عبارت درخت ͷی هسته ( میانه۴ (مسیر .١.٢ تعریف
١Cocckayne ٢Slater ٣Berman and Averbakh ۴Path−Median
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باشد. ممͺن مقدار کم�ترین آن از رئوس

تسهیل امͺان حد تا مشتری�ها دسترسͬ آن روی بر سرویس�دهنده ͷی کردن واقع با نتیجه در

است: زیر بصورت هسته مسئله هدف تابع مͬ�شود.

F (P ) = min

n∑
i=١

wid(P, vi) (١.٢)

است. wi ≥ ٠ رئوس وزن و مسیر ͷی P آن در که

هسته خواصمسأله ٢.٢.٢

. مͬ�دهیم نمایش Pv١,vn با را هسته باشد، vn انتهایͬ رأس و v١ ابتدایͬ رأس اگر

درخت هسته :١.٢ شͺل

F (P ) = min
∑n

i=١wid(vi, P هدف( تابع مقدار v١٨,Pv١استکه درخت هسته ١.٢ شͺل در .۴ مثال

برابر رأس دو فاصله لذا است ͷی برابر یال�ها طول و رئوس وزن چون است. ١٢ با برابر آن ازاء به

صفر برابر مسیر به متعلق رأس�های فاصله که باشید داشته توجه است. دو آن بین یال�های تعداد با

است.
١٣



F (P ) = ١+ ١+ ١+ ١+ ١+ ١+ ٢+ ٢+ ٢ = ١٢

هستند. برگ درخت، هسته انتهایͬ و ابتدایͬ رئوس .١ لم

نتیجه در است. F (P٢) < F (P١) آن�گاه باشد، P٢ مسیر از محض مسیر زیر ͷی P١ اگر اثبات.

هسته در فرضکنیم دارد. ادامه دیͽر برگ ͷی تا و شده شروع برگ ͷی از که است مسیری هسته،

آن همسایه رأس v که دارد وجود ͷی از بیشتر درجه با رأسͬ بنابراین نباشد، برگ ابتدایͬ رأس P

است. آن مسیر زیر P که مͬ�آوریم بدست ی P
′ مسیر رأس، این به مسیر گسترش با لذا است،

2 است. تناقض در P بودن هسته با این و F (P
′
) < F (P ) بنابراین

باشد داشته وجود متفاوت مسیر دو دارد امͺان یعنͬ نیست، یͺتا لزوما درخت ͷی هسته .٢ نͺته

باشد. اندازه ͷی به آن�ها دو هر از رئوس فاصله مجموع حالͬ�که در

متفاوت هسته�های مثال :٢.٢ شͺل

فاصله مجموع که است شده داده نشان Pv٣,v٢٠ ، Pv١,v١٨ متفاوت هسته دو ٢.٢ شͺل در .۵ مثال

است. ٢٠ برابر آن�ها دو هر از رئوس
١۴



.[١٧] دادند ارائه درخت هسته کردن پیدا برای را الͽوریتمͬ اسلیتر و مورگان ١٩٨٠ سال در

پیمایشاست. دو دارای اما است خطͬ یال�ها و رأس�ها تعداد به نسبت الͽوریتم این این�که وجود با

محاسباتکم�تری به و پیمایشاست ͷی دارای که مͬ�کنیم معرفͬ را جدیدی الͽوریتم فصل این در

نیاز مورد تعاریف از برخͬ آن ارائه از قبل که .[١٢] دارد نیاز اسلیتر و مورگان الͽوریتم به نسبت

مͬ�کنیم. بیان را

دارد. نام ریشه دارند، قرار آن پایین در دیͽر رأس�های کلیه که رأسͬ ( (ریشه١ .٢.٢ تعریف

اگر مͬ�گوییم، شده ریشه�دار v دلخواه رأس در Tرا درخت ( شده٢ ریشه�دار (درخت .٣.٢ تعریف

مثال عنوان به باشند. گرفته قرار آن فرزندان عنوان به دیͽر رئوس تمام و ریشه عنوان به v رأس

است. شده ریشه�دار v١ رأس در ٣.٢ درخت

شده ریشه�دار درخت :٣.٢ شͺل

این�صورت در باشد، دلخواه رأس ͷی در شده ریشه�دار درخت ͷی T کنید فرض .۴.٢ تعریف

است. درخت رأس�های تعداد معرف |T | و T درخت رأس�های مجموعه معرف V (T )

نشان d(v) =
∑

u∈V (T ) d(u, v) با را v از فاصله v ∈ V (T ) رأس هر ازای به .۵.٢ تعریف

است. دلخواه رأس دو فاصله d(u, v) که مͬ�دهیم
١Roote ٢Rooted Tree
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مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را مسیر از فاصله P دلخواه مسیر هر ازای به .۶.٢ تعریف

d(P ) =
∑

u∈V (T )

d(P, u) (٢.٢)

است. d(P, u) = minv∈P d(u, v) که

کم�ترین آن از فاصله که است مسیری درخت، ͷی هسته که است واضح تعریف این به توجه با

است. ممͺن مقدار

به�وسیله شده ذخیره فاصله آن�گاه باشد، l مانند برگ ͷی تا vرأس از مسیری Pv,l اگر تعریف٧.٢.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را مسیر این

DSAV (Pv,l) = d(v)− d(Pv,l) (٣.٢)

است. v رأس از گسترش�یافته مسیر انتخاب برای مقدار بهترین DSAV (Pv,l) که

، v = v٠ بطور�ی�که باشد، Pv,l = v٠, v١, . . . , vr به�صورت مسیری Pv,l فرضکنید تعریف٨.٢.

Tr(vi) واقع در مͬ�دهیم. نشان Tr(vi) با را vi روی شده آویزان درخت زیر دراین�صورت .l = vr

که است مسیرهای به�وسیله vi به شده متصل رأس�های مجموعه به�وسیله شده تولید درخت زیر

داریم: این�رو از نیستند. Pv,l مسیر در که است رأس�هایͬ آن و vi شامل تنها

DSAV (Pv,l) =
r∑

i=١
i|Tr(vi)| (۴.٢)

آن فرزند١ مͬ�گیرد، قرار رأس ͷی زیر بلافاصله که رأسͬ ریشه�دار، درخت ͷی در .٩.٢ تعریف

قرار ریشه ͷنزدی آن از بالاتر بلافاصله که است دیͽری رأس ، والد٢ رأس مͬ�شود. نامیده رأس

باشد. داشته

از الͽوریتم �دهیم. ارائه آن کارکرد ͬͽونͽچ از توصیفͬ است نیاز الͽوریتم فرمول�بندی از قبل

هنͽام به و درخت٣ͬ برش عمل دو هرتͺرار در مͬ�رود. پیش داخل سمت به و کرده شروع برگ�ها

مͬ�کنیم. بیان را آن�ها ادامه در که مͬ�شود انجام ۴ کردن
١Child ٢Parent ٣Tree− Cut ۴Update
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درختͬ برش عملیات ٣.٢.٢

والدینشان که برگ��هایͬ که به�این�صورت مͬ�شود. انجام درخت برگ�های تمام روی بر عملیات این

تبدیل جدید برگ�های به والدها این�کار با مͬ�شوند. حذف دارند، برگͬ غیر همسایه ͷی فقط

مͬ�شود، انتخاب مسیر بهترین ͷی مͬ�شود انجام آن روی عمل این که رأس هر با مرتبط مͬ�شوند.

دارد. قرار رأس آن به وابسته درخت زیر در یا است نظر مورد رأس شامل یا مسیر این که

بماند. باقͬ درخت در رأس ٢ یا ١ فقط که مͬ�یابد ادامه زمانͬ تا عملیات این

کردن به�هنͽام عملیات ۴.٢.٢

مͬ�کنیم. تعریف را کردن به�هنͽام عملیات نیاز مورد پارامترهای برخͬ ابتدا

وسیله به u به شده متصل رأس�های مجموعه به�وسیله شده تولید درخت زیر T (u) کنید فرض

شدن بهنͽام حال در u رأس زمانͬ�که که هستند رأس�هایͬ آن و u شامل فقط که باشد مسیرهایͬ

که است رأس�هایͬ مجموعه و u رأس شامل درخت T (u) واقع در مͬ�شوند. گذاشته کنار است،

هستند. متصل uرأس به درختͬ برش عملیات از قبل تا

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را u دلخواه رأس به وابسته پارامتر ۵ اکنون

است. T (u)درخت زیر اندازه معرف tT (u) (١

بوسیله شده ذخیره فاصله بزرگ�ترین دومین و بزرگ�ترین به�ترتیب SDSAV (u) و DSAV (u) (٢

مͬ�شوند: تعریف زیر بصورت که هستند l ∈ V (T ) مانند برگ ͷی تا uرأس از Pu,l مسیر

DSAV (u) = max
l∈V (T (u))

{DSAV (Pu,l)} = DSAV (Pu,l٠) (۵.٢)

SDSAV (u) = max
l∈V (T (u)),Pu,l∩Pu,l٠=u

{DSAV (Pu,l)} (۶.٢)

ذخیره فاصله بیشترین با مسیری کردن پیدا برای که است V (T (u)) مجموعه از رأسͬ W (u) (٣

Wاست. (u) = u باشد uرأس شامل مسیر این اگر مͬ�شود. استفاده T (u)درخت زیر در شده

١٧



W (u) شامل استکه T (u) در مسیری به�وسیله شده ذخیره فاصله ماکزیمم PSAV (u,W (u)) (۴

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت و باشد نیز

PSAV (u,W (u)) = max{DSAV (PW (u),l١) +DSAV (PW (u),l٢)} (٧.٢)

مسیرهای همچنین DSAV (PW (u),li) = d(W (u))− d(PW (u),li); i = ١,٢ که

یͺدیͽر با W (u) رأس در فقط و هستند مجزا مسیرهای PW (u),l١،PW (u),l٢ ; l١, l٢ ∈ V (T (u))

دارند. اشتراک

بدهد نتیجه را PSAV (u,W (u)) مقدار که مسیری دید، مͬ�توان راحتͬ به تعریف از استفاده با

دارد. مͬ�کند Wعبور (u) از که T (u) در P مسیرهای همه میان در را d(P ) مقدار کمترین

این�صورت در Wاست (u) ∈ V (T (vk)) قسمͬ�که به باشد u همسایه رأس vk اگر ADSA(u) (۵

:

ADSAV (u) = DSAV (PW (u),u ∪ Pu,w)−DSAV (Pu,w) (٨.٢)

برگ ͷی تا uرأس از گذرنده مسیرهای همه بین در d(u)− d(Pu,l) ماکزیمم�سازی مسیر Pu,w که

.W (u) ̸= u باشیم: داشته باید همچنین است. l ∈ T (u)− T (vk) مانند

درخت هسته یافتن برای Peng الͽوریتم ۵.٢.٢

است: زیر بصورت اصلͬ گام ٣ شامل الͽوریتم این

.u دلخواه رأس کردن بهنͽام عملیات

درختͬ. برش عملیات

اصلͬ. برنامه

.uرأس کردن به�هنͽام عملیات (١

مͬ�دهیم: قرار این�صورت در باشند، uرأس با همسایه برگ�های مجموعه (v١, . . . , vr) فرضکنید
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|T (u)| :=
∑r

i=١ |T (vi)|+ ١

CSET (u) := {|T (vi)|+DSAV (vi),١ ≤ i ≤ r}

CSET (u) در مقدار دومین و اولین به�ترتیب SDSAV (u) و DSAV (u) کنید فرض همچنین

است. SDSAV (u) = ٠ آن�گاه باشد r = ١ اگر بویژه باشند.

در مقدار بزرگ�ترین |T (vk)| + DSAV (vk) آن ازای به که باشد رأسͬ vk کنید فرض اکنون

داشت: خواهیم را زیر حالت دو این�صورت در باشد. CSET (u) مجموعه

قرار سپس SDSAV (u) + (n − |T (vk)|) + ADSAV (vk) < SDSAV (W (vk)) اگر (a)

دهید:

و PSAV (u,W (u)) := PSAV (vk,W (vk)) Wو (u) := W (vk)

ADSAV (u) := ((n− |T (vk)|) + ADSAV (vk)

PSAV (u,W (u)) := DSAV (u)+SDSAV (u) Wو (u) := u دهید اینصورتقرار غیر در (b)

کنید. حذف T درخت از را eu,vk یال و ADSAV (u) = ٠ و

دهید. انجام را u کردن بهنͽام عملیات u ∈ S هر ازاء به درختͬ برش عملیات (٢)

Wو (l) = l ، |T (l)| = ١ که l ∈ T برگ هر ازاء به اصلͬ. برنامه (٣)

n := |T | ، DSAV (l) = SDSAV (l) = PSAV (l,W (l)) = ADSAV (l) = ٠

کنید: تͺرار را زیر عملیات

S = {u| ندارد غیر برگͬ همسایه ͷی از بیشتر و است برگͬ غیر رأس ͷیu} دهید: قرار (a)

در v رأس ͷی تنها اگر دهید. انجام S مجموعه روی S ̸= ϕ زمانͬ�که تا را درختͬ برش عملیات

هسته عنوان به مͬ�دهد بدست را PSAV (v,W (v)) مقدار که را مسیری آنͽاه است مانده باقͬ T

کنید. معرفͬ درخت

Pvi,li ; i = ١,٢ و باشند درخت در مانده باقͬ رأس دو v٢ و v١ کنید فرض این�صورت غیر در

صورت: این در مͬ�کنند. مشخص را DSAV E(vi) مقادیر ترتیب به که باشند مسیرهایͬ

DSAV (v١) + |T (v١)| < DSAV (v٢) اگر (a
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مقدار که را مسیری DSAV (v١) + |T (v١)|+ ADSAV (v٢) < SDSAV (W (v٢)) اگر (a١

کنید. معرفͬ هسته عنوان به دهد مͬ بدست را PSAV (v٢,W (v٢))

کنید. معرفͬ هسته عنوان به را Pv١,l١ ∪ ev١,v٢ ∪ Pv٢,l٢ مسیر صورت این غیر در (a٢

DSAV (v١) + |T (v١)| > DSAV (v٢) اگر (b

که را مسیری آنͽاه DSAV (v٢) + |T (v٢)| + ADSAV (v١) < SDSAV (W (v١)) اگر (b١

کنید. معرفͬ هسته عنوان به مͬ�دهد بدست را PSAV (v٢,W (v٢)) مقدار

کنید. معرفͬ هسته به�عنوان را Pv١,l١ ∪ ev١,v٢ ∪ Pv٢,l٢ مسیر صورت این غیر در (b٢

است. کامل الͽوریتم گام�های

درخت هسته مثال :۴.٢ شͺل

کنید. پیدا را ۴.٢ شͺل درخت هسته ،۵.٢.٢ الͽوریتم از استفاده با .۶ مثال

رأس سه این روی را درختͬ برش عملیات نتیجه در S = {v٢, v٧, v١٧} مجموعه اول، تͺرار در

یال�های گام این انتهای است.در شده داده نشان ١.٢ جدول در آمده بدست نتایج مͬ�کنیم. اجرا

مͬ�شوند. حذف درخت از (v١٧, v١٨) و (v٧, v١٠), (v٧, v٩), (v٧, v٨) و (v٢, v١), (v٢, v٣)
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اول تͺرار در درختͬ برش عملیات نتایج :١.٢ جدول

vi DSAV SDSAV W (vi) PSAV ADSAV

v٢ ١ ١ v٢ ٢ ٠
v٧ ١ ١ v٧ ٢ ٠
v١٧ ١ ٠ v١٧ ١ ٠

مͬ�دهیم. رأسانجام دو این روی را عملیاتبرشدرختͬ و S = {v۴, v١۵} مجموعه دوم، تͺرار در

و (v۴, v۵), (v۴, v٢) یال�های نتیجه در است. شده داده ٢.٢نشان جدول در آمده بدست نتایج

مͬ�شوند. حذف درخت از (v١۵, v١۶), (v١۵, v١٧)

دوم تͺرار در درختͬ برش عملیات نتایج :٢.٢ جدول

vi DSAV SDSAV W (vi) PSAV ADSAV

v۴ ۴ ١ v۴ ۵ ٠
v١۵ ٣ ١ v١۵ ۴ ٠

انجام رأس دو این روی را درختͬ برش عملیات و S = {v۶, v١٣} مجموعه سوم، تͺرار در

(v۶, v۴), (v۶, vیال�های(٧ نتیجه در است. شده داده ٣.٢نشان جدول در بدستآمده نتایج مͬ�دهیم.

مͬ�شوند. حذف درخت از (v١٣, v١۴)،(v١٣, v١۵) و

سوم تͺرار در درختͬ برش عملیات نتایج :٣.٢ جدول

vi DSAV SDSAV W (vi) PSAV ADSAV

v۶ ٩ ۵ v۶ ١۴ ٠
v١٣ ٧ ١ v١٣ ٨ ٠

PSAV (v١١,W (v١١)) = ١٢ هدف تابع مقدار با Pv١,v١٨ درخت هسته سوم تͺرار در نهایت در

آمد. خواهد بدست

داریم. زیر لم بیان به نیاز آن از قبل که مͬ�کنیم بیان را هسته الͽوریتم درستͬ ادامه در

مͬ�ماند. باقͬ رأس دو یا ͷی تنها هسته، الͽوریتم اصلͬ برنامه در تͺرار حلقه اجرای از بعد .٢ لم

به اثبات باشد. T درخت در طول حدأکثر با مسیری P = {v١, v٢, . . . , vr} کنید فرض اثبات.

همسایه باید v٢ صورت این غیر در . است v٢ ∈ S آنͽاه r > ٢ اگر که مͬ�کنیم ادعا خلف: برهان
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P از بزرگ�تر طول با مسیری مͬ�توان بنابراین نیست. P مسیر عضو که باشد برگͬ غیر رأس ͷی

که معناست بدان این و .r ≤ ٢ که مͬ�دهد نتیجه S = ∅ بنابراین است. تناقض که کرد پیدا را

است. رأس دو یا ͷی شامل تنها T درخت تͺرار، حلقه اجرای از بعد

مͬ�کند. پیدا را هدف(هسته) تابع مقدار بهترین با مسیری ۵.٢.٢ الͽوریتم .١.٢ قضیه

قضیه اثبات لذا ماند، مͬ باقͬ رأس دو یا ͷی تͺرار حلقه اجرای از بعد که دیدیم ٢ لم در اثبات.

مͬ�شود. تقسیم قسمت دو به

مسیر کردن، بهنͽام فرآیند در که مͬ�کنیم ثابت ابتدا در بماند. باقͬ رأس ͷی تنها که حالتͬ (a

همه میان در شده ذخیره فاصله بیشترین دارای مͬ�دهد نتیجه را PSAV (u,W (u)) مقدار که P

مسیر، این ندارد لزومͬ که مͬ�کنیم توجه همچنین است. T (u) درخت زیر در موجود مسیرهای

مͬ�کنیم. پیدا T درخت رئوس تمامͬ به نسبت را شده ذخیره فاصله زیرا باشد درخت هسته

آنͽاه باشد uرأس شامل مسیر این اگر باشد. شده ذخیره فاصله بیشترین با Pmaxمسیری فرضکنید

هستند مسیرهایͬ ترتیب به P٢ و P١ که Pmax = P = P١∪P٢ که است Wواضح (u) = u چون

که باشد اندیسͬ k کنید فرض اکنون مͬ�دهند. بدست را SDSAV (u) و DSAV (u) مقادیر که

T (vi) درخت�هایͬ زیر در نمͬ�تواند Pmax نتیجه در باشد. ماکزیمم PSAV (vi,W (vi)) آن ازاء به

زیر در مͬ�تواند صورتͬ در فقط Pmax نتیجه در هستند. PSAV از کمتری مقدار دارای که باشد

مسیرهایͬ آن و P مسیر Pmax مسیر داوطلب�های لذاتنها نباشد. uرأس شامل که باشد Tvk درخت

بدهند. بدست را PSAV (vk,W (vk)) مقدار که هستند

داوطلب سه از ͬͺی لذا بمانند. باقͬ v٢ و v١ رأس�های تͺرار حلقه اجرای از بعد فرضکنید اکنون (b

بود. خواهد هسته کاندید زیر

بدهند. را PSAV (v١,W (v١)) و PSAV (v١,W (v١)) مقدار که مسیرهایͬ (١)

که هستند مسیرهایͬ ترتیب به Pv٢,l٢ و Pv١,l١ مسیرهای که Pv١,l١ ∪ ev١,v٢ ∪ Pv٢,l٢ مسیر (٢)

مͬ�دهند. بدست را DSAV (v٢) و DSAV (v١) مقادیر
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اسلیتر و مورگان الͽوریتم ۶.٢.٢

مرتبه دارای و مͬ�شود استفاده بͬ�وزن یا و وزن�دار درخت هسته کردن پیدا برای الͽوریتم این

است. ۵.٢.٢ هسته الͽوریتم به نسبت بیشتری محاسبات تعداد دارای و است O(n) محاسباتͬ

مͬ�کنیم. تعریف را زیر نماد�های ابتدا الͽوریتم این معرفͬ برای

. مͬ�دهیم نشان N با را درخت رئوس تعداد (١

ام i عضو و شده�اند چیده خاصͬ ترتیب به که درخت رئوس از لیستͬ ( بعدی١ نقطه (لیست (٢

دراین مͬ�دهیم نمایش endpt با و مͬ�نامیم بعدی نقطه لیست را مͬ�شود داده نشان epl(i) با آن

همسایه�ها دیͽر و باشد داشته j > i اندیس مͬ�تواند epl(i) رأس همسایه�های از ͬͺی فقط لیست

. شوند آورده لیست در آن از قبل باید

بعدی نقطه لیست در و هستند epl(i) همسایه که رئوس از لیستͬ ( مجاور٢ رئوس (لیست (٣

. مͬ�گوییم مجاور رئوس لیست را هستند i از بزرگ�تر اندیس دارای

مجاور و بعدی رئوس لیست :۵.٢ شͺل
١End Point List ٢Adjacent Point List
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کنید. مشخص را مجاور رئوس لیست و بعدی نقطه لیست ۵.٢ شͺل در .٧ مثال

نمͬ�تواند v١ رأس از بعد که مͬ�کنیم توجه آن تعریف به توجه با بعدی نقطه لیست تعیین برای

قرار هستند v٢ همسایه که v۴ و v٣ رأس دو v٢ رأس از بعد صورت این در زیرا گیرد قرار v٢ رأس

v٢ رأس اندیس از بزرگ�تر v۴ و v٣ رأس دو اندیس بعدی نقطه لیست در یعنͬ گرفت، خواهند

قرار v٣ رأس v١ رأس از بعد بنابراین دارد. تناقض بعدی نقطه لیست تعریف با این و بود خواهد

قرارگیرد: v۵ رأس از قبل نمͬ�تواند v۴ رأس همچنین و گرفت خواهد

endpt = {v١, v٣, v٢, v۵, v۴, v١۴, v١۶, v١٨, v١٧, v١۵, v١٣, v١٢, v١١, v١٠, v٩, v٨, v٧, v۶}

که است همسایه�ای رأس ، مجاور رأس ، هررأس برای . مجاوراست رئوس لیست بعدی لیست

هر اندیس که کنید توجه . باشد نظر مورد رأس اندیس از بزرگ�تر آن اندیس بعدی نقطه لیست در

. است یͺسان مجاور رئوس لیست در مجاورش رأس اندیس با بعدی نقطه لیست در رأس

v١ رأس اندیس از بزرگ�تر v۴ رأس اندیس چون و هستند v۴ و v١ رئوس v٢ رأس همسایه�های مثلا́

v٢ رأس بنابراین قرارمͬ�گیرد. v١ مجاور رأس عنوان به مجاور رئوس لیست در v۴ رأس لذا است،

مͬ�گیرند. قرار سوم مͺان در دو هر مجاور رئوس درلیست v۴ رأس و بعدی نقطه درلیست

adj = {v٢, v٢, v۴, v۴, v۶, v١٣, v١۵, v١٧, v١۵, v١٣, v١١, v١١, v۶, v٧, v٧, v٧, v۶, v۶}

. مͬ�کنیم تعریف را زیر مشخصات epl(i)رأس هر برای

همسایه و j > i ؛ epl(j) مانند یͷرأسمنحصر�بفرد epl(i)رأس هر ازاء به ( داخل١ͬ (همسایه (١

. گوییم epl(i) داخلͬ همسایه آن�را که دارد وجود است epl(i)

epl(i) داخلͬ همسایه شامل و مͬ�آید �وجود به epl(i)حذف از که درختͬ زیر ( داخل٢ͬ (شاخه (٢

. گوییم داخلͬ شاخه را است

هستند متصل epl(i) رأس به مسیر ͷی وسیله به که رأس�هایͬ مجموعه ( بیرون٣ͬ (مجموعه (٣

�عبارت به . گوییم epl(i) رأس بیرونͬ مجموعه را دارند قرار epl(١), . . . , epl(i) مجموعه در و
١In−Neighbor ٢In−Branch ٣Out Set
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توجه . است داخلͬ شاخه �جز به رأس ͷی شاخه�های همه رأس�های شامل بیرونͬ مجموعه دیͽر

. است خود بیرونͬ ازمجموعه عضوی رأس هر که کنید

کنید. مشخص را v۴ رأس بیرونͬ مجموعه ۵.٢ درشͺل .٨ مثال

زیر به داشت. خواهیم درخت زیر سه v۴ رأس حذف با ، است v۶ رأس v۴ رأس داخلͬ همسایه

{v١۴, v١۶, v١٨, v١٧, v١۵, v١٣, v١٢, v١١, v١٠, v٩, v٨, v٧, v۶} یعنͬ است v۶ رأس شامل که درختͬ

{v١, v٢, v٣, v۴, v۵} مجموعه v۴ رأس بیرونͬ مجموعه لذا . مͬ�گوییم v۴ رأس داخلͬ شاخه

. مͬ�باشد

اسلیتر و مورگان الͽوریتم پیمایش�های ٧.٢.٢

است: وپسرو٢ پیشرو١ پیمایش دو شامل اسلیتر و مورگان الͽوریتم

بهترین آن طͬ در و مͬ�گیرد انجام رأس هر بیرونͬ مجموعه روی پیمایش این : پیشرو پیمایش -١

مسیر این به رسیدن برای ، مͬ�آید بدست مͬ�گذرد آن بیرونͬ مجموعه در رأس هر از که مسیری

. است ضروری زیر مقادیر محاسبه

epl(i) به مسیری توسط که است رئوسͬ وزن مجموع با برابر w̄(i) ، epl(i) هررأس برای (١

وزن مجموع با برابر w̄ دیͽر عبارت به اند آمده آن از قبل بعدی نقطه لیست در و متصل�اند

نوشت: مͬ�توان بنابراین ، است نظر مورد رأس بیرونͬ مجموعه رأس�های

w̄(epl(i)) =
∑

v∈outset w(v)d(v, epl(i))

) outdst(i) با را رأس این از epl(i)رأس بیرونͬ مجموعه به متعلق رئوس فاصله�های مجموع (٢

: داریم پس مͬ�دهیم نشان بیرونͬ) فاصله

outdst(epl(i)) =
∑

v∈outset w(v)d(v, epl(i))

١Forward Pass ٢Backward Pass
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مسیر دو متفاوت شاخه دو در مͬ�توان آن از شروع با این�صورت در نباشد برگ epl(i)اگررأس (٣

آن ازاء به F̄ (P٢) و F̄ (P١) که P١ : Pepl(i),epl(j), P٢ : Pepl(i),epl(j) . کرد مشخص را زیر متمایز

داریم: دراین�صورت ، باشد داشته را ممͺن مقدار کمترین ها

Disave١(epl(i)) = d(epl(i)− F̄ (P١) (a)

Disave٢(epl(i)) = d(epl(i)− F̄ (P٢) (b)

مͬ�نامیم. vrt١(epl(i) را آمده بدست آن (epl(i))Disave١از که شاخه�ای روی epl(i) همسایه (c)

مͬ�نامیم. vrt٢(epl(i) را آمده بدست آن (epl(i))Disave٢از که رویشاخه�ای epl(i) همسایه (d)

ی P١ مسیر شاخه این به مسیر گسترش با که است شاخه ͷی دارای باشد برگ epl(i)رأس اگر (۴

: که مͬ�آید بدست

Disave١(epl(i)) = d(epl(i)− F̄ (P١) (a)

مͬ�نامیم vrt١(epl(i)) را آمده به�دست آن از Disave١ که شاخه�ای روی epl(i) همسایه (b)

با و گویند شده ذخیره مسافت مقدار را یابد کاهش مͬ�تواند d(epl(i) که مقداری ماکزیمم (۵

که: است واضح مͬ�دهیم. نشان (ذخیره) save(epl(i))

save(epl(i)) = max{Disave١(epl(i)), Disave٢(epl(i))}

پایان در . مͬ�دهد تعمیم درخت رئوس تمام روی را محاسبات پیمایش این : پسرو پیمایش -٢

مͬ�آیند. بدست زیر مقادیر پیمایش این

داریم: و مͬ�دهیم نشان vrtdst(epl(i)) با را epl(i)رأس از درخت رئوس تمام فاصله مجموع (١

vrtdst(epl(i)) = d(epl(i))

پیمایش همانند vrt٢(epl(i)) ،Disave٢(epl(i)) ، vrt١(epl(i)) (epl(i))Disave١و مقادیر (٢

مͬ�گیرد. انجام رئوسدرخت کل محاسباتروی بار این تفاوتکه این با ، مͬ�شوند محاسبه پیشرو
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و P١ مسیر ودو epl(i)رأس شامل P که مͬ�دهیم نمایش pdst(epl(i)) با را P مسیر از فاصله (٣

F̄ (p) = داریم و مͬ�افتد اتفاق آن�ها در Disave٢(epl(i)) و Disave١(epl(i)) که است ی P٢

pdst(epl(i))

با را آن به مربوط epl(i) رأس و مسافت) (مینیمم mindst با را pdst(epl(i)) مقدار کمترین (۴

و مسافت مینیمم پیمایش از مرحله هر در که کنید توجه . مͬ�دهیم نمایش مینیمم) locmin(محل

. شود بهنͽام باید مینیمم محل آن تبع به

. مͬ�نامیم vrt٢(epl(i)) را مͬ�افتد اتفاق Disave٢(epl(i)) که شاخه�ای روی epl(i) همسایه (۵

در پیمایش دو اختلاف است داخلͬ شاخه جز به رئوس همه شامل بیرونͬ مجموعه که آن�جا از

. مͬ�کنیم عمل زیر صورت به داخلͬ شاخه در ذخیره محاسبه برای لذا . است داخلͬ شاخه

یعنͬ نبود همسایه�اش ماکزیمم شاخه دو از هیچ�کدام روی epl(i) اگر (a)

vrt١(adj(i)) ̸= i, vrt٢(adj(i)) ̸= i

save(epl(i)) = max{Disave١(adj(i)), Disave٢(adj(i))} آن�گاه

داریم: آن�گاه vrt١(adj(i)) = epl(i) یعنͬ باشد ماکزیمم مسیر اولین روی epl(i) اگر (b)

save(epl(i)) = Disave٢(adj(i))

داریم: آن�گاه vrt٢(adj(i)) = epl(i) یعنͬ باشد ماکزیمم مسیر دومین روی epl(i) اگر (c)

. save(epl(i)) = Disave١(adj(i))

ارائه درخت هسته کردن پیدا برای اسلیتر و مورگان که را الͽوریتمͬ اکنون مقدمات این از بعد

. مͬ�کنیم بیان داده�اند
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واسلیتر مورگان الͽوریتم
.T = (V,E)درخت ورودی:

هسته. خروجͬ:

درخت ورودی�های : ١ گام

درخت رئوس تعداد N (a)

مجاور رئوس لیست epl(i), i = ١, . . . N (b)

مجاور رئوس لیست adj(i), i = ١ . . . N (c)

پیشرو پیمایش : ٢ گام

: دهید قرار را زیر اولیه مقادیر I = ١, . . . .N ازاء به (a)

w̄(i) = w(epl(i)) ، Disave٢(i) = ٠ ، Disave١(i) = ٠

outdst(i) = ٠ ، vrt٢(i) = {} ، vrt١(i) = {}

: دهید انجام را ذیل گام�های i = ١, . . . N ازاء به

save(epl(i)) = max{Disave١(epl(i)), Disave٢(epl(i))} دهید قرار (b)

w̄(adj(i)) = w̄(adj(i)) + w̄(epl(i)) دهید قرار (c)

دهید قرار (d)

outdst(adj(i)) = outdst(adj(i))+ outdst(epl(i))+ w̄(epl(i)) ∗ d(epl(i), adj(i))

newmax = save(epl(i)) + w̄(epl(i)) ∗ d(epl(i), adj(i)) دهید قرار (e)

newmax > min{Disave١(adj(i)), Disave٢(adj(i))} اگر (f)

به بسته و newmax = min{Disave١(adj(i)), Disave٢(adj(i))} دهید قرار آن�گاه

: دهید قرار مͬ�شود مینیمم ͷی کدام این�که

vrt١(adj(i)) = epl(i) یا vrt٢(adj(epl(i)) = epl(i)
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آورید به�دست ام N رأس برای را زیر پسرو)مقادیر پیمایش ) : ٣ گام

vrtdst(epl(N)) = outdst(epl(N)) (a)

pdst(N) = outdst(epl(N))− disave١(epl(N))−Disave٢(epl(N)) (b)

mindst = pdst(epl(N)) (c)

locmin = epl(N) (d)

دهید: انجام را زیر گام�های i = N − ١, . . . ,١ ازاء با

: دهید قرار (e)

vrtdst(epl(i)) = vrtdst(adj(i)) + (W (T ))− ٢(w̄(epl(i))) ∗ d(epl(i), adj(i))

olddst = Disave٢(adj(i)) دهید قرار vrt١(adj(i)) = epl(i) اگر (f)

olddst = Disave١(adj(i)) دهید قرار vrt١(adj(i)) = epl(i) اگر

olddst = max{Disave١(epl(i)), Disave٢(epl(i)) دهید قرار این�صورت درغیر

newdst = olddst+ (W (T )− w̄(epl(i)) ∗ d(epl(i), adj(i)) دهید قرار (g)

: دهید قرار آن�گاه newdst > min{Disave١(epl(i), Disave٢(epl(i)} اگر (h)

vrt٢(epl(i)) = دهید قرار آن مطابق ,epl(i))min{Disave١و Disave٢(epl(i)} = newdst

vrt١(epl(i)) = adj(i) یا adj(i)

pdst(epl(i)) = vrtdst(epl(i))−Disave١(epl(i))−Disave٢(epl(i)) دهید قرار (i)

همچنین و mindst = pthdst(epl(i)) دهید قرار آن�گاه mindst ≥ pdst(epl(i)) اگر

locmin = epl(i) قراردهید:

است. کامل الͽوریتم گام�های
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و رئوس وزن کنید. پیدا را ۶.٢ شͺل درخت هسته MS الͽوریتم از استفاده با .٩ مثال

بͽیرید. نظر در ͷی برابر را یال�ها طول

MS الͽوریتم از استفاده با درخت هسته کردن پیدا :۶.٢ شͺل

مͬ�کنیم. تعیین را مجاور رئوس لیست و بعدی نقطه لیست ابتدا

endpt = {v١, v٢, v۵, v۴, v٣, v١٠, v١١, v١٢, v٩, v٧, v٨, v۶}

adj = {v٢, v٣, v۴, v٣, v۶, v٩, v٩, v٩, v٨, v۶, , v۶, v۶}

پیمایش پایان در است. آمده �دست MSبه الͽوریتم �وسیله به ۴.٢ جدول در شده ارائه نتایج

از باید خروجͬ هسته به رسیدن برای . است آمده �دست به locmin عنوان به v١ رأس پسرو

به مͬ�توانیم آن از بعد برویم v٢ رأس یعنͬ vrt١(v١) رأس به سپس ، کنیم شروع رأس این

Disave١(v٢) = ۴٩ > Disave١(v٢) = اما برویم vrt٢(v٢) = v٣ یا vrt١(v٢) = v١

رأس . مͬ�رویم v١٢ و v٩ و v٨ و v۶ رأس به ترتیب همین به . برویم v٣ رأس به باید لذا ١

هدف تابع مقدار با pv١,v١٢ مطلوب هسته و مͬ�یابد خاتمه الͽوریتم لذا ، است برگ ͷی v١٢

است. Fpv١,v١٢
= ۶
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MS الͽوریتم گام�های نتایج :۴.٢ جدول

points adj save w̄ outdst Disave١ vrt١ Disave٢ vrt٢ vrtdst pdst
v١ v٢ ٠ ١ ٠ ٣۴ v٢ ٠ ٠ ۴٠ ۶
v٢ v٣ ١ ٢ ١ ١ v١ ٢٧ v٣ ٣۴ ۶
v۵ v۴ ٠ ١ ٠ ٣۴ v۴ ٠ ٠ ۴٠ ۶
v۴ v٣ ١ ٢ ١ ١ v۵ ٢٧ v٣ ٣۴ ٧
v٣ v۶ ٣ ۶ ۶ ٣ v٢ ١٧ v۶ ٢۶ ۶
v١٠ v٩ ٠ ١ ٠ ٣۴ v٩ ٠ ٠ ۴٠ ٧
v١١ v٩ ٠ ١ ٠ ٣۴ v٩ ٠ ٠ ۴٠ ٧
v١٢ v٩ ٠ ١ ٠ ٣۴ v٩ ٠ ٠ ۴٠ ۶
v٩ v٨ ١ ۴ ٣ ١ v٨ ٢۴ v١٢ ٣٠ ۶
v٧ v۶ ٠ ١ ٠ ٢١ v۶ ٠ ٠ ٣۴ ١٣
v٨ v۶ ۵ ۵ ٧ ١۵ v۶ ١۵ v٩ ٢۶ ۶
v۶ v۶ ٠ ١٢ ٢۴ ۶ v٣ ١٠ v٨ ٢۴ ۶

مرکزی مسیر و مرکز ٣.٢

دوردستهستند نقاط در مشتری�ها که مͬ�کنیم برخورد مواردی به مͺان�یابͬ مسائل در گاهͬ

مشتری�ها این�گونه دسترسͬ هدفتسهیل استو مشͺل�تر سرویس�دهنده به آن�ها دسترسͬ و

هر تقاضای مقدار و شبͺه رئوس را مشتری�ها مجموعه مسئله این در اگر است. مسیر به

بیشترین که است مسیری کردن پیدا هدف بͽیریم، نظر در آن به مربوط رأس وزن را مشتری

باشد. ممͺن مقدار کم�ترین آن تا موجود رأس�های فاصله

مرکز ١.٣.٢

مͬ�گویند. مطلق١ مرکز مرکز آن به که است نقطه ͷی مسیر باشد صفر مسیر طول هنͽامͬ�که

باشد. ممͺن مقدار کم�ترین دارای آن از رأس دورترین فاصله که است نقطه�ای مرکز بنابراین

درخت مرکز آوردن بدست برای هندلر الͽوریتم ٢.٣.٢

است[٨]. شده ارائه بͬ�وزن درخت ͷی مرکز یافتن برای هندلر توسط زیر الͽوریتم

١Absolute Center
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درخت مرکز آوردن بدست برای Handler heightوریتمͽال
.T = (V,E)درخت ورودی:

درخت. مرکز خروجͬ:

کنید. انتخاب درخت در دلخواه به را v١ رأس ͷی : ١ گام

کنید. پیدا را v٢ مثلا́ آن از رأس دورترین : ٢ گام

کنید. پیدا را v٢ از رأس دورترین v٣ رأس : ٣ گام

است. درخت مرکز v٣ به v٢ مسیر میانͬ نقطه : ۴ گام

مرکزی مسیر ٣.٣.٢

هستند دوردست نقاط در مشتری�ها که برمͬ�خوریم مواردی به مͺان�یابͬ مسائل در گاهͬ

گونه این دسترسͬ تسهیل به�دنبال ما و است مشͺل�تر دهنده سرویس به آن�ها دسترسͬ و

مقدار و شبͺه ͷی نقاط را مشتری�ها مجموعه مسأله این در اگر هستیم. مسیر به مشتری�ها

که است مسیری کردن پیدا هدف بͽیریم، نظر در آن به مربوط رأس وزن را فرد هر تقاضای

بصورت مسأله این مدل باشد. ممͺن مقدار کم�ترین آن تا موجود رأس�های فاصله بیشترین

است: مسیر ͷی P آن در که است زیر

G(P ) = min
p
(max
١≤i≤n

wid(vi, p)) (٩.٢)

مرکزگیری مسیر کوتاه�ترین درخت، مرکزی مسیر ( درخت١ مرکزی (مسیر .١٠.٢ تعریف

. مͬ�دهیم نشان است بفرد منحصر که PC با را آن و است مینیمال

درخت مرکزی مسیر آوردن بدست برای مینیͺا الͽوریتم ۴.٣.٢

که شد ارائه ١٩٨۵ سال در مینیͺا توسط الͽوریتمͬ صفر از بیشتر طول با مسیرهایͬ برای

و بررسͬ به ادامه در که است (n حسب بر جمله�ای (چند O(poly(n)) زمانͬ مرتبه دارای

.[١٨] مͬ�پردازیم الͽوریتم این معرفͬ
١Path− Center
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درخت مرکزی مسیر آوردن بدست برای مینیͺا الͽوریتم
.T = (V,E)درخت ورودی:
درخت. مرکزی مسیر خروجͬ:

بنامید. درخت) (مرکز c نقطه را PA اولیه مسیر : ١ گام

دومین با برگ�هایͬ شامل S٢ مجموعه و PA از برگ�ها دورترین شامل S١ مجموعه : ٢ گام

بیابید. را PA از فاصله بیشترین

بنامید. dif را فاصله دو این تفاوت : ٣ گام

حالت سه از ͬͺی صورت این در که دهید گسترش S١ رئوس جهت در را PA مسیر : ۴ گام

مͬ�دهد: رخ زیر

شوید. متوقف باید صورت این در که مͬ�شود L با برابر PA اندازه (a)

بروید. ٢ گام به حالت این در مͬ�شود ͷنزدی S١ رئوس به dif اندازه به PA (b)مسیر

نیز حالت این در دارد تناقض بودن مسیر با که باشد تا دو از بیش گسترش جهت اگر (c)

کنید. توقف

کنید. پیدا را مرکزی مسیر و مرکز ٧.٢ شͺل درخت در .١٠ مثال

آن از رأس دورترین سپس و مͬ�گیریم نظر در را v۵ رأس درخت مرکز کردن پیدا برای ابتدا

است. v١ رأس که بیابیم را v٧ از رأس دورترین باید دوباره اکنون مͬ�کنیم پیدا را v١ یعنͬ

است. درخت مرکز v١ و v٧ رأس بین مسیر میانͬ رأس یعنͬ v۴ رأس

بصورت s٢ و s١ مجموعه .PA = v۴ مͬ�دهیم قرار ابتدا در درخت مرکزی مسیر یافتن برای

و S١ مجموعه دو فاصله تفاوت S٢ = {v۵} و S١ = {v١, v٧, v١١, v١٢} بود: خواهند زیر

رئوس طرف به v۴ رأس از را PA سپس dif = ٣− ٢ = ١ مͬ�دهیم. قرار dif برابر را S٢

به dif اندازه به PA آن�جا در که PA = PV ١,V٢ زمانͬ�که تا مͬ�دهیم گسترش S١ مجموعه
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مرکزی مسیر و مرکز یافتن :٧.٢ شͺل

و S١ = {v١, v٧, v١١, v١٢, v۵} گام این در مͬ�رویم. ٢ گام به سپس مͬ�شود ͷنزدی S١

دهیم گسترش S١ رئوس به dif اندازه به را PA مͬ�خواهیم dif = ٠ بنابراین S٢ = {}

v١٢ سمت به دیͽر جهت و v١٢ سمت به جهت ͷی) داریم جهت دو v٩ رأس طرف از اما

که داریم گسترش جهت ٣ نتیجه در یابد مسیرگسترش باید نیز v٣ رأس سمت از طرفͬ از

با PA = Pv٣,v٩ مرکزی مسیر و مͬ�یابد خاتمه الͽوریتم لذا دارد. تناقض مسیر تعریف با

است. F̄ = ١۴ هدف تابع مقدار

خواهیم بیان (PC) درخت مرکزی مسیر آوردن �دست به برای را دیͽری الͽوریتم درادامه

. کرد

درخت مرکزی مسیر آوردن بدست برای PCT الͽوریتم ۵.٣.٢

ارائه درخت مرکزی مسیر آوردن بدست برای را دیͽری الͽوریتم داریم قصد بخش این در

مͬ�پردازیم. الͽوریتم این نیاز مورد نͺات و تعاریف برخͬ بیان به آن از قبل که دهیم

را d(u, T ) و e(u, T ) آن�گاه ، باشد آن از رأسͬ u و درخت ͷی T اگر .١١.٢ تعریف
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: مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت

e(u, T ) = max
v∈V (T )

d(u, v) (١٠.٢)

d(u, T ) =
∑

v∈V (T )

d(u, v) (١١.٢)

: داریم آن�گاه باشد آن در مسیری P و درخت ͷی T اگر

e(P, T ) = e(V (P ), T ) (١٢.٢)

d(P, T ) = d(V (P ), T ) (١٣.٢)

. مͬ�باشد P مسیر رأس�های مجموعه V (P ) که

تعریف زیر به�صورت را eP (vi) ، T درخت در vi رأس و P مسیر برای .١٢.٢ تعریف

: مͬ�کنیم

eP (vi) = max{d(w, vi);w ∈ V (T ), d(w,P ) = d(w, vi)} (١۴.٢)

PCT الͽوریتم
.T = (V,E)درخت ورودی:
درخت. مرکزی مسیر خروجͬ:

k = ٢ دهید قرار است P =< u, v > با برابر T درخت مرکز اگر : ١ گام

. بروید ٣ گام به و P = v١, v٢ = u, v و

T \ u عناصر از بیشتری تعداد یا سه و است {u} رأس T درخت مطلق مرکز اگر : ٢ گام

گام به و P = u دهید قرار است e(u;T ) برابر u از آن�ها فاصله که هستند رأس�هایͬ شامل

برابر uرأس از آن�ها فاصله که باشند رأس�هایͬ شامل T عناصر از تا دو دقیقاً اگر . بروید ۵

همسایه u رأس با که باشند عناصر این از رأس�هایͬ w و v اگر مثال برای و باشد e(u;T )

. بروید ٣ گام به و P = v١, v٢, v٣ = v, u, w و k = ٢ دهید قرار ، هستند نیز
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h = ١ برای . بروید ۵ گام به ٢ ≤ i ≤ k − ١ برای eP (vk)=eP (v١)=eP (vi) اگر : ٣ گام

رأس�هایͬ شامل که است عناصری از بیشتری تعداد یا دو شامل Th − vh اگر h = k یا

. بروید ۵ گام به است eP (vh) برابر vh از آن�ها فاصله که هستند

فاصله که است رأسͬ شامل Th−vh عناصر از ͬͺی دقیقاً اگر h = k و h = ١ برای : ۴ گام

هستند همسایه vh و v١ با که هستند رأس�هایͬ w٢ و w١ و مͬ�باشد eP (vh) برابر vh از آن

P =< v١, . . . , vk >=< w١, . . . , w٢ >= دهید قرار و داده افزایش ٢ به را k مقدار

. بروید ٣ گام به و P (w١, w٢)

. است P درخت مرکزی مسیر ، شوید متوقف : ۵ گام

مرکزی مسیر :٨.٢ شͺل

کدام هر مرکزی مسیر . بͽیرید نظر در را ٨.٢ شͺل در شده داده نشان درخت سه .١١ مثال

کنید. پیدا را
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از تا ۵ چون بالا الͽوریتم (٢) گام طبق بر لذا ، {u}است مطلق مرکز دارای (١) درخت

پس مͬ�باشد e(u;T ) = ١ برابر u از آن�ها فاصله که است رأس�هایͬ شامل T − u عناصر

مطلق مرکز دارای ٢ درخت . بود خواهد P = u برابر آن مرکزی مسیر و رفته ۵ گام به

ͷی از بیش شامل T٢ − v٢ ، ۵ گام وسپس ٣ و ١ گام از بااستفاده پس است {v١, v٢}

مرکزی مسیر لذا . است eP (v٢) = ١ برابر v٢ از آن فاصله که دارد را رأسͬ که است عنصر

۴ گام از استفاده با لذا است v۴ مطلق مرکز دارای درخت(٣) . است P = v١, v٢ درخت

است. P = {v١, v٢, v٣, v۴, v۵, v۶, v٧} مسیر درخت(٣) مرکزی مسیر ٣ و

مرکزی میانه مسیر ۴.٢

مقدمه ١.۴.٢

مورد وسیله ͷی بهینه محل تعیین برای شبͺه مͺانیابͬ تئوری در اغلب که اصلͬ معیار دو

فاصله میانͽین و مشتری�ها تا وسیله بین فاصله ماکزیمال از: عبارتند مͬ�گیرد قرار استفاده

.[١ ،٢] نظر مورد مشتری�های و وسیله بین

با مسیر ͷی بهینه محل کردن پیدا شده، پرداخته آن به که مͺانیابͬ مسائل از دیͽری نوع

سرویس�دهنده�ها از مشتری�ها فاصله میانͽین و فاصله ماکزیمم معیارهای ترکیب از استفاده

که است مسیری مرکزی میانه مسیر واقع دارد.در نام مرکزی میانه مسیری،مسیر چنین است.

) هم و است مینیمم دهنده سرویس تا مشتری�ها بین ( فاصله١ ماکزیمم مینیمم ) هم آن در

این واقع در .[٧ ،۶] است مینیمم سرویس�دهنده تا مشتری�ها بین ( فاصله٢ مجموع مینیمم

مسائلͬ چنین از مثالͬ عنوان به است. مرکزی مسیر و میانه مسیر مسا�ئل از ترکیبͬ مسئله

آب لوله خط�های مسیر هوایͬ، راه�هایͬ مسیر آهن، راه ریل خط�های مسیر طراحͬ به مͬ�توان

بدنبال راه�آهن ریل خط�های حرکت مسیر طراحͬ در مثال بطور که کرد. اشاره فاضلاب و

باشد ممͺن مقدار کمترین آن تا مسافران فاصله بیشترین هم امͺان حد تا که هستیم مسیری
١Minmax ٢Minsum
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مسیر طراحͬ در مقابل در و باشد. ممͺن مقدار کمترین آن تا مسافران فاصله میانͽین هم و

مسافران فاصله کم�ترین هم امͺان حد تا که هستیم مسیری بدنبال فاضلاب لوله�های حرکت

ممͺن مقدار بیشترین آن تا مسافران فاصله میانͽین هم و باشد ممͺن مقدار بیشترین آن تا

باشد.

معیارهای ترکیب از استفاده با درختͬ شبͺه ͷی در مسیر ͷی بهینه مͺان کردن پیدا مسئله

و (هدتنیمͬ توسط نخست سرویس�دهنده�ها از مشتری�ها فاصله میانͽین و فاصله ماکزیمم

همچنین .[٣ ،٨] دهند ارائه آن برای خطͬ الͽوریتمͬ توانستند آن�ها و شد بررسͬ ( اسلیتر١

شد ارائه آن برای متعددی الͽوریتم�های و شد پرداخته مسئله این به دیͽری مقالات در

اورباخ٢ و (برمن مختلفتوسط زمانͬ مرتبه�های با الͽوریتم سه ١٩٩٩ سال در .[۵ ،١٠ ،٨]

نمایش�های تعداد باشد، n درخت رأس�های تعداد اگر کردند، ثابت آن�ها و شد ارائه (

بهینه مسیر�های تعداد این�که وجود با که دادند نشان همچنین است. n− ١ بهینه مسیر�های

است[٨]. o(nlogn) مسیر�ها این کردن پیدا زمانͬ مرتبه است، o(n٢)

مسئله معرفͬ ٢.۴.٢

تا مشتری�ها بین فاصله ماکزیمم هم آن در که است مسیری مرکزی میانه مسیر که گفتیم

مینیمم سرویس�دهنده تا مشتری�ها بین فاصله میانͽین هم و است مینیمم دهنده سرویس

بود: خواهد زیر بصورت مسئله این هدف تابع لذا است

C(P ) = min
P

{Max(P ) +Mean(P )} (١۵.٢)

مͬ�شوند: تعریف زیر Mean(Pبصورت Max(Pو( ) که

F (P ) = Max(P ) = max
v∈V

d(v, P ) (١۶.٢)

G(P ) = Mean(P ) =
∑
v∈V

w(v)d(v, P ) (١٧.٢)

است. ضروری مسئله این بررسͬ برای که مͬ�کنیم بیان را تعاریفͬ ابتدا در
١Hedetniemi et al and Slater ٢Berman and Averbakh
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با آن رئوس مجموعه V که باشد درختͬ شبͺه ͷی T = (V,E) فرضکنید تعریف١٣.٢.

وزن�های و صفر غیر یال�ها تمام طول بطوری�که باشد، آن یال�های مجموعه E و |V | = n

پیوسته ای مجموعه v دلخواه رأس هر برای اکنون �باشد. v رأس�های با متناظر w(v) نامنفͬ

رابه B(v, q) مجموعه q مانند دیͽر رأس هر برای مͬ�دهیم. نشان ١ v-شاخه با را T − v از

مجموعه را N(v, q) و است q شامل که مͬ�گیریم نظر در بفرد منحصر شاخه -vͷی عنوان

مͬ�کنیم. تعریف آن رأس�های

درخت ͷی در v-شاخه یافتن مثال :٩.٢ شͺل

با درختͬ شͺل این در . کنید توجه ٩.٢ شͺل به قبل تعاریف بهتر درک برای .١٢ مثال

بصورت مجموعه�ای v۴-شاخه بͽیرید. نظر در را v۴ رأس دارد. وجود یال ١۶ و رأس ١٧

: است زیر

T − v۴ = {v١, v٢, v٣, v۵, v۶, v٧, v٨, v٩, v١٠, v١١, v١٢, v١٣, v١۴, v١۵, v١۶}

رأس که v٨ رأس شامل است درختͬ زیر B(v۴, v٨) ، v٨ رأس برای کاندیدا عنوان به حال

درخت زیر این رأس�های مجموعه N(v۴, v٨) ببینید. را ١٠.٢ شͺل ندارد. بر در را v۴

است: آمده زیر در که است
N(v۴, v٨)={v٨, v٩, v١٠, v١١, v١٢, v١٣, v١۴, v١۵, v١۶, v١٧}
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B(v۴, v٨) :١٠.٢ شͺل

است، بحرانͬ رأس ͷی a ∈ P رأس P دلخواه مسیر برای ( بحران١ͬ (رأس تعریف٢.١۴.

: که باشد داشته وجود قسمͬ به b ∈ P مانند رأسͬ اگر

d(b, a) = d(b, P ) = F (P ) (١٨.٢)

مسیر ͷی برای بحرانͬ رأس تعیین مثال :١١.٢ شͺل

زیرا: است P (a١, a٢) مسیر برای بحرانͬ رأس ͷی ١١.٢ درختشͺل در tرأس .١٣ مثال
١V −Branch ١Critical − V ertex
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d(t, b١) = d(P (a١, a٢), b١) = Max(P ) = ٢۵

مسیر ͷی یا ٢ بهینه پرتو مسیر ͷی P ′ ∈ Φ مسیر ( مرکزی١ میانه (مسیر .١۵.٢ تعریف

: قسمͬ�که به� باشد نداشته وجود P ∈ Φ مانند دیͽری مسیر اگر ، است مرکزی میانه

F (P ) ⩽ F (P
′
) (١٩.٢)

G(P ) ⩽ G(P
′
) (٢٠.٢)

. باشد اکید نامساوی�ها از ͬͺی حدأقل یا

هر برای باشد، بهینه پرتو مسیرهای تمام از مجموعه�ای Π کنید فرض .١۶.٢ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ϕ(Q) مسیرها،مجموعه این از Q مجموعه

ϕ(Q) = {(F,G) ∈ R٢;∃P ∈ Q;F = Max(P ), G = Mean(P )} (٢١.٢)

و فاصله ماکزیمم معیار دو هر در که است مسیرهایͬ تمام مجموعه Φ مجموعه واقع در

مͬ�کنند. صدق فاصله مجموع

کنیم: تعریف زیر بصورت را V٢ و V١ مجموعه�های اگر .٢.٢ قضیه

تنها که است واضح V٢ = {v ∈ V |deg(v) ≤ و{٢ V١ = {v ∈ V |deg(v) ≥ ٣}

به اثبات برای .Max(P ) ≥ ٠ ، P ∈ ϕ هر برای و باشند بحرانͬ مͬ�توانند V١ گره�های

کنید. مراجعه [٢] مرجع

. مͬ�دهد نشان را مرکزی میانه مسیر خصوصیات که کرد خواهیم بیان را لم چند درادامه

یا است) درخت مرکز c) c ∈ P آنͽاه باشد P از بحرانͬ رأس ͷی t و P ∈ Π اگر .٣ لم

.P ∩B(t, c) = ϕ

c به P از رأس نزدی�ͷترین که دارد بحرانͬ رأس ͷی فقط P مسیر آنͽاه c /∈ P اثبات.اگر

تناقض که باشد بحرانͬ رأس ͷی نمͬ�تواند t ، P ∩ B(t, c) ̸= ∅ و c /∈ P اگر لذا ، است

است. فرض با
١Path−Medi− Center ٢Pareto−Optimal
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این�صورترأس�های در ،c /∈ P و باشد P از یͷراسبحرانͬ t و P ∈ Π فرضکنید .۴ لم

u ∈ NEI(t) \P (t, c) \u١ ازاء به که دارند وجود به�قسمͬ u١, u٢ ∈ NEI(t) \P (t, c)

داریم:

Q۵(t, u١) ⩾ Q۵(t, u٢) ⩾ Q۵(t, u) (٢٢.٢)

F (P ) =
diam

٢ + d(t, c) (٢٣.٢)

G(P ) = R(t)−Q۵(t, u١)−Q۵(t, u٢) (٢۴.٢)

است. P ∩B(t, c) = ∅ داریم ٣ لم طبق بر کند صدق لم مفروضات در P مسیر اثبات.اگر

عنوان به باید P بهینه مسیر که است واضح اکنون . F (P ) = diam
٢ + d(t, c) بنابراین

: داریم بنابراین یابد. توسعه ذخیره منبع به t از ممͺن میانͬ فاصله بیشترین

G(P ) = R(t)−Q۵(t, u٢)−Q۵(t, u١)

از بحرانͬ رأس ͷی t کنید فرض بͽیرید، نظر در ١١.٢ شͺل در را درختͬ .١۴ مثال

، Q۵(t, a٢) = ۵۵ و F (P ) = ٢۵ داریم نتیجه در c /∈ P بطوری�که باشد، P مانند مسیری

G(P ) = ١٩٠−۵۵−۴۵ = R(t)پس٩٠ = ١٩٠ ،Q۵(t, a٣) = ١٠ ،Q۵(t, a١) = ۴۵

t چون اما یابد، توسعه B(t, a٢) و B(t, a١) �توی به t از باید بهینه پرتو مسیر ͷی نتیجه در

یابد. توسعه B(t, c) �توی به نمͬ�تواند است بحرانͬ رأس ͷی

. t ∈ PC آن�گاه c ∈ P و باشد P مسیر از بحرانͬ رأس ͷی t اگر .۵ لم

که P
′ مانند دیͽری مسیر هر برای پس c ∈ P و است بحرانͬ رأس ͷی t اثبات.چون

اگر حال c ∈ PC که مͬ�دانیم هم�چنین و F (P
′
) ≥ F (P ) داریم t /∈ P و c ∈ P

′

ممͺن غیر PC تعریف به توجه با این که . F (PC) ≥ F (P ) داشت خواهیم t /∈ PC

. t ∈ PC بنابراین است،
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و است P از بحرانͬ رأس ͷی c آن�گاه PC = c ، c ∈ P ، P ∈ Π کنید فرض .۶ لم

u ∈ NEI(c) \ u١ هر برای به�قسمͬ�که هستند موجود u١, u٢ ∈ NEI(c) مانند رأس�هایͬ

: داشت خواهیم Q۵(c, u١) ≥ Q۵(c, u٢) ≥ Q۵(c, u) که

F (P ) =
diam

٢ (٢۵.٢)

G(P ) = R(c)−Q۵(c, u١)−Q۵(c, u٢) (٢۶.٢)

داشت: خواهیم ۶ لم طبق بر لذا PC = c داریم ١١.٢ درختشͺل در مثال برای .١۵ مثال

Q۵(c, b١) = Q۵(c, b٢) ، Q۵(c, t) = ١١٠ ، R(c) = ٢٣٠

: داریم است c یعنͬ درخت مطلق مرکز شامل که P بهینه پرتو مسیر هر برای بنابراین

G(P ) = ١٠٠ ، F (P ) = ٢٠

. c٢ ̸= c و c١ ̸= c داریم P (c١, c٢) = PC ̸= c اگر وضوح به

: داریم پس P ̸= c و P (c١, c٢) = PC ⊂ P و P ∈ Π کنید فرض .٧ لم

F (P ) = F (PC), G(P ) = G(PC)− A١ − A٢ (٢٧.٢)

: مͬ�شوند تعریف زیر به�صورت A٢ و A١ که

Ai =


٠ deg(ci) = ١

max{Q۵(ci, u) | u ∈ NEI(ci) \ PC} deg(ci) ≥ ٢
(٢٨.٢)

دهیم قرار اگر حال PC = P (c١, c٢) ̸= c ، c ∈ Π ، P ∈ Π کنید فرض .٨ لم

ͷی c یا و P (c
′
, c

′′
) ⊂ P آنͽاه c′′ = NEI(c) ∩ P (c, c٢) و c′ = NEI(c) ∩ P (c١, c)

که u ∈ NEI(c) \ u١ و u١, u٢ ∈ NEI(c) برای و است بحرانͬ رأس

: است برقرار زیر روابط Q۵(u١) ≥ Q۵(u٢) ≥ Q۵(u)

F (P ) =
diam

٢ , G(P ) = R(c)−Q۵(c, u١)−Q۵(c, u٢) (٢٩.٢)
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به p١, p٢ ∈ PC ∩ P رأس�های و PC = P (c١, c٢) ̸= c ، P ∈ Π کنید فرض .٩ لم

p٢ ̸= c ، p١ ̸= c١ ̸= c ، p١ ∈ P (c١, p٢) ، c ∈ P (p١, p٢) که باشند موجود قسمͬ

کنید (توجه Q٣(p١, c١){Q٣(p٢, v)|v ∈ NEI(p٢) \ P (p١, p٢)} کنید فرض هم�چنین .

حال ( max{Q٣(p٢, v)|v ∈ NEI(p٢) \ P (p١, p٢)} = Q٣(p٢, c٢) آن�گاه p٢ ̸= c٢ اگر

برای بحرانͬ رأس ͷی p١ یا p′

١ ∈ P هر آن�گاه p′
= NEI(p١)∩P (c١, p١) دهیم قرار اگر

داریم: و است P

F (P ) = Q٣(p١, p
′

١), (٣٠.٢)

G(P ) = G(P (p١, p٢))− A١ − A٢ (٣١.٢)

: مͬ�شوند تعریف زیر بصورت A٢ و A١ که

A١ = max{Q۵(p١, u)|u ∈ NEI(p١) \ PC} (٣٢.٢)

A٢ =


٠ deg(p٢) = ١

max{Q۵(p٢, u)|u ∈ NEI(p٢) \ P (p١, p٢)} deg(p٢) ≥ ٢
(٣٣.٢)

مسیر آوردن بدست برای را الͽوریتم�هایͬ فوق لم�های و قضایا از استفاده با قادریم اکنون

دهیم. ارائه درخت ͷی مرکزی میانه

درخت مرکزی میانه مسیر یافتن برای Berman الͽوریتم ٣.۴.٢

Berman الͽوریتم
.T = (V,E)درخت ورودی:

درخت. مرکزی میانه مسیر خروجͬ:

مسیر (c) درخت مطلق مرکز شد بیان ۴.٣.٢ ، ٢.٣.٢ الͽوریتم�های از استفاده با : ١ گام

. آورید به�دست MAXD(PC)را و درخت قطر ،(PC) مرکزی

R(v) و Qi(a, b); i = ١, . . .۵ مقادیر v ∈ V و (a, b) ∈ E یال�های تمام برای : ٢ گام

. کنید محاسبه را
۴۴



: دهید انحام ترتیب به را زیر مراحل t ̸= c و t ∈ V٢ هر برای : ٣ گام

هر برای که کنید پیدا به�قسمͬ را u١, u٢ ∈ NEI(t) \ P (t, c) رأس�های (a)

Q۵(t, u١) ≥ Q۵(t, u٢) ≥ Q۵(t, u) : باشیم داشته u ∈ NEI(t) \ P (t, c) \ u١

g = diam
٢ + d(t, c) . کنید پیدا زیر رابطه از استفاده با را g و f نقاط (b)

.f = R(t)−Q۵(t, u١)−Q۵(t, u٢) و

کنید. Wثبت در را t یعنͬ آن متناظر رأس و (g, f) نقطه (c)

شامل که است بهینه�ای پرتو مسیرهای از مجموعه�ای W ، (٢) لم برطبق گام این در

نیست. c

قرار گام ابتدای در . مͬ�شود استفاده P = P (p١, p٢) ͬͺکم ازمسیر گام این در : ۴ گام

. p١ = p٢ = c دهید

هر برای که کنید پیدا به�قسمͬ را u١, u٢ ∈ NEI(c) رأس�های (a)مرحله

Q۵(c, u١) ≥ Q۵(c, u٢) ≥ Q۵(c, u) : باشیم داشته u ∈ NEI(c) \ u١

f = R(c)−Q۵(c, u١)−Q۵(c, u٢) ، g =
diam

٢ : دهید قرار PC = c اگر نمونه(١)

برطبق . ومتوقفشوید p١ = p٢ = c دهید قرار و کرده Wثبت در را (g, f) نقطه .و

. است c شامل بهینه پرتو مسیرهای همه از نمایشͬ (g, f) نمونه این در (۴) لم

کنید فرض . مͬ�کنیم استفاده (۶) لم از ؛ PC = P (c١, cاگر(٢ نمونه(٢)

. c′′ = NEI(c) ∩ P (c, c٢) و c′ = NEI(c) ∩ P (c١, c)

p = P (p١, p٢) ، p٢ = c
′′ ، p١ = c

′ قراردهید {c′ , c′′}= {u١, u٢} اگر

(٢) مرحله MEAND(p)به = R(c)−Q١(c, c
′
) · d(c, c′)−Q١(c, c

′′
) · d(c, c′′)

. بروید

: قراردهید سپس {c′ , c′′}̸={u١, u٢} اگر

کنید ثبت W در را (g, f) نقطه f = R(c)−Q۵(c, u١)−Q۵(c, u٢) ، g = diam
٢
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، p٢ = c
′′ ، p١ = c

′ دهید قرار گام ابتدای از حال P١ = P٢ = C دهید قرار .

P = P (p١, p٢)

به .بروید MEAND(P ) = R(c) − Q١(c, c
′
) · d(c, c′) − Q١(c, c

′′
) · d(c, c′′)

(٢) مرحله

P = P (p١, p٢) ⊂ PC = P (c١, c٢) مرحله این در ، k, k = ٢,٣ . . . مرحله (k)مرحله

. مͬ�دانیم MEAND(Pرا ) مقدار ،و c ∈ P ، p٢ ̸= c ، p١ ̸= c ،

پیدا را زیر مقادیر . کنید استفاده (۵) ازلم P = PC(p١ = c١, p٢ = c٢) اگر نمونه(١)

: کنید

Ai =


٠ deg(ci) = ١

max{Q۵(ci, u) | u ∈ NEI(ci) \ PC} deg(ci) ≥ ٢
i = ١,٢

(٣۴.٢)

در را (g, f) . f = MEAND(P )− A١ − A٢ و g = MAXD(PC) دهید قرار

. شوید متوقف . (p١ = c١, p٢ = c٢) دهید قرار و کرده Wثبت

Q٣(p١, c١) ≥ {Q٣(p٢, v)|v ∈ NEI(p٢ \ و p١ ̸= c١ و P ̸= PC اگر نمونه(٢)

. کنید استفاده (٧) لم از . P (p١, p٢)}

. ٢به گام بروید deg(p١) ≥ ٣ اگر (١)

: کنید پیدا را زیر مقادیر . deg(p١) ≥ ٣ اگر

A١ = max{Q۵(p١, u)|u ∈ NEI(p١) \ PC} (٣۵.٢)

A٢ =


٠ deg(p٢) = ١

max{Q۵(p٢, u) | u ∈ NEI(p٢)(p١, p٢)} deg(p٢) ≥ ٢
(٣۶.٢)

. Q۵(p١, u١) = A١ که بیابید �قسمͬ به را u١ ∈ NEI(p١) \ PC رأس وهم�چنین
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را (g, f) نقطه و f = MEAND(P ) − A١ − A٢ و g = Q٣(p١, p
′
١) دهید قرار

. کنید Wثبت در

دهید: قرار و برگردید ابتدا به (٢)

MEAND(P ) = MEAND(P )−Q١(p١, p
′

١) · d(p١, p
′

١) (٣٧.٢)

p١ = p
′

١, P = P (p
′

١, p٢) (٣٨.٢)

بروید. k + ١ گام به

Q٣(p٢, c٢) ≥ max{Q٣(p١, v)|v(p١)\P (p١, p٢)} ، p٢ ̸= c٢ Pو ̸= PC اگر نمونه(٣)

اندیس با گره�های تفاوتکه این با ، است (٢) نمونه شبیه نمونه این در عملیات تمام .

است ممͺن غیر نمونه�ها سایر دادن رخ . شوند جایͽزین اندیس٢ با باگره�های باید ١

.

. است کامل الͽوریتم گام�های

درخت مرکزی میانه مسیر یافتن برای Averbakh الͽوریتم ۴.۴.٢

مرکزی میانه مسیر بالا الͽوریتم مشابه که داد خواهیم ارائه را دیͽری الͽوریتم اکنون

. مͬ�کند پیدا را درخت
Averbakh الͽوریتم

.T = (V,E)درخت ورودی:
درخت. مرکزی میانه مسیر خروجͬ:

.(داده�های است شده داده (g, f) ∈ W نقطه مͬ�کنیم فرض الͽوریتم شروع در

P̃ = ͬͺکم مسیر از همچنین ( است نیاز مورد (١) الͽوریتم در آمده به�دست

از بخش ͷی معرف و است نشده تعریف ابتدا در که مͬ�کنیم استفاده P̃ (q١, q٢)

. است تقاضا مورد مسیر

۴٧



t ∈ v٢ رأس و Wاست به متعلق (g, f) نقطه اگر (١) الͽوریتم ٣ گام به توجه با : ١ گام

,u١را u٢ ∈ NEI(t) \ P (t, c) رأس�های آن�گاه ، است شده ثبت رأس با متناظر

: باشیم داشته u ∈ NEI(t) \ P (t, c) \ u١ رأس هر برای که کنید پیدا طوری

و q٢ = u٢ و q١ = u١ دهید قرار سپس Q۵(t, u١) ≥ Q۵(t, u٢) ≥ Q۵(t, u)

. بروید ٢ گام به و P̃ = P (q١, q٢)

با متناطر p١, p٢ ∈ PC و (g, f) ∈ W نقطه ١ الͽوریتم ۴ گام در کنید فرض

: آن�گاه باشند p٢ ∈ P (c, c٢) و p١ ∈ P (c١, c) شده ثبت رأ�س�های

رأس هر برای که کنید پیدا طوری را u١, u٢ ∈ NEI(c) رأس�های آن�گاه PC = c اگر (a)

قرار سپس Q۵(c, u١) ≥ Q۵(c, u٢) ≥ Q۵(c, u) : باشیم داشته u ∈ NEI(c) \ u١

. بروید ٢ گام به و P̃ = P (u١, u٢) و q٢ = u٢ و q١ = u١ دهید

به را u١, u٢ ∈ NEI(c) رأس�های ((g, f) ∈ W ) p١ = p٢ = c و PC ̸= c اگر (b)

: باشیم داشته u ∈ NEI(c) \ u١ رأس هر برای که کنید پیدا قسمͬ

به متعلق u٢ و u١ رأس�های از ͬͺی حدأقل و Q۵(c, u١) ≥ Q۵(c, u٢) ≥ Q۵(c, u)

٢ گام به و P̃ = P (u١, u٢) ، q٢ = u٢ ، q١ = u١ : دهید قرار سپس . نباشد PC

. بروید

و q٢ = c٢ ، q١ = c١ : دهید قرار سپس {p١, p٢} = {c١, c٢} و PC ̸= c اگر (c)

. بروید ٢ گام به و P̃ = PC

Q٣(p١, c١) ≥ max{Q٣(p٢, v)|v ∈ NEI(p٢) \ ، p١ ̸= c١ ، PC ̸= c اگر (d)

رأس هر برای که کنید پیدا به�قسمͬ را u١ ∈ NEI(p١) \ PC رأس� P (p١, p٢)}

دهید قرار اکنون . Q۵(p١, u١) ≥ Q۵(p١, u) : باشیم داشته u ∈ NEI(p١) \ PC

. بروید ٢ گام به و P̃ = P (u١, p٢) ، q٢ = p٢ ، q١ = u١

Q٣(p٢, c٢) > max{Q٣(p١, v)|v ∈ NEI(p١) \ ، p٢ ̸= c٢ ، PC ̸= c اگر (e)

رأس هر برای که کنید پیدا به�قسمͬ را u٢ ∈ NEI(p٢) \ PC رأس� P (p١, p٢)}
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دهید قرار اکنون . Q۵(p٢, u٢) ≥ Q۵(p٢, u) : باشیم داشته u ∈ NEI(p٢) \ PC

. بروید ٢ گام به و P̃ = P (p١, u٢) ، q٢ = u٢ ، q١ = p١

q١ ̸= q٢ که مͬ�آید بدست P̃ = P (q١, q٢) مسیر k − ١ گام در : k, k = ٢,٣, . . . گام

رأس هر برای که بیابید به�قسمͬ را u١ ∈ NEI(q١ \ P̃ رأس deg(q١) ̸= ١ اگر .

دهید قرار اکنون . Q۵(q١, u١) ≥ Q۵(q١, u) باشیم داشته u ∈ NEI(q١) \ P̃

. بروید k + ١ گام به و q٢ = q٢ ، q١ = u١

کنید پیدا طوری را u٢ ∈ NEI(q٢) \ P̃ رأس ، deg(q٢) ̸= ١ ، deg(q١) = ١ اگر

اکنون . Q۵(q٢, u٢) ≥ Q۵(q٢, u) باشیم داشته u ∈ NEI(q٢) \ P̃ رأس برای که

. بروید k + ١ گام به و P̃ = P (q١, u٢) و q٢ = u٢ ، q١ = q١ دهید قرار

نظر مورد مسیر همان P̃ مسیر . شوید متوقف deg(q٢) = ١ ، deg(q١) = ١ اگر

است.

مرکزی میانه مسیر :١٢.٢ شͺل

الͽوریتم دو به�کاربردن با ، بͽیرید نظر در ١٢.٢را شͺل در شده داده درخت .١۶ مثال
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در ͷی را رأس�ها تمام وزن . کنید پیدا را درخت مرکزی میانه مسیر ۴.۴.٢ و ٣.۴.٢

. بͽیرید نظر

طرفͬ از c١ = a۶, c٢ = a١ داریم یعنͬ PC = P (a۶, a١) گام این در : ١ گام

F (PC) = ٢٠, diam = ١٠٠

در داده�ها محاسبه اما . مͬ�کنیم حذف را گام این است ساده درخت چون : ٢ گام

است. لازم ٣,۴ گام�های

انجام گره سه این روی را محاسبات فقط باید ما لذا V٢ = {a٢, a٣, a۶} چون : ٣ گام

و NEI(t) \ P (t, c) = {a٣, a۶, a٩} داریم t = a٢ برای کاندیدا عنوان به . دهیم

Q۵(a٢, a٣) = ۵٠, Q۵(a٢, a۶) = ٨٠, Q۵(a٢, a٩) = ٢٠

شامل که a٢ بحرانͬ رأس با بهینه پرتو مسیر�های (یعنͬ u١ = a۶, u٢ = a٣ بنابراین

بنابراین R(a٢) = ٢٣۵ داریم اکنون یابد) گسترش a٣, a۶ توی به a٢ از باید نیست c

. مͬ�کنیم Wثبت در را (۶٠,١٠۵) ونقطه g = ۶٠ ،f = ٢٣۵−٨٠−۵٠ = ١٠۵

شامل پرتو بهینه مسیر�های همه از φ−Representationͷی (۶٠,١٠۵) نقطه پس

ترتیب همین به (P (a٧, a۵) مسیر مثال .(برای نیست c شامل که a٢ بحرانͬ رأس

ثبت W در را (g, f) = (٧۵,٢٨۵) نقطه و (u١, u٢) = (a۴, a۵) ، t = a٣ برای

. مͬ�کند Wثبت در را (g, f) = (٨٠,٢٨۵) نقطه t = a۶ مشابه بطور . مͬ�کنیم

.p١ = p٢ = c گام ابتدای در : ۴ گام

c
′
= a٢, c

′′
= a١ داریم را دو نمونه پس u١ = a٢, u٢ = a١ چون مرحله(١)

پرتو مسیر هر و {u١, u٢} = {c′ , c′′} بنابراین PC = P (c١, c٢) = P (a۶, a١) ̸= c

دهید قرار و گردید باز ابتدا به . یابد گسترش a٢ و a١ توی به باید c شامل بهینه

. بروید ٢ مرحله وبه P̄ = P (a٢, a١), p٢ = a١, p١ = a٢,Mean(P̄ ) = ١۶۵

داریم.چون را دو نمونه لذا p١ = a٢١, p٢ = a١ = c٢ مرحله این در مرحله(٢)
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باید لذا deg(a٢) ≥ ٣ چون طرفͬ از . p′

١ = a۶ لذا NEI(a٢) ∩ P (a۶, a٢) = a۶

: کنیم پیدا را زیر مقادیر

A١ = max{Q۵(a٢, u)|u ∈ {a٣, a٩}} = ۵٠

(deg(a٢) = ١ (چون A٢ = ٠

به باید نیست a۶ وشامل است P̄ = P (a٢, a١) شامل که بهینه پرتو مسیر هر بنابراین

g = Q٣(a٢, a۶) = ۴٠ مͬ�دهیم قرار حال . یابد گسترش a٣ توی

آن متناظر رأس�های و (۴٠,١١۵) نقطه و f = Mean(P̄ ) − A١ − A٢ = ١١۵ و

پرتو مسیر�های همه از φͷی (۴٠,١١۵) (نقطه . مͬ�کنیم Wثبت در را a٢, a١ یعنͬ

مͬ�دهیم: قرار اکنون نیست) a۶ شامل و است P (a٢, a١) شامل که است بهینه

و Mean(P̄ ) = Mean(P̄ ) − Q١(a٢, a۶) · d(a٢, a۶) = ١۶۵ − ٣٨٢٠ = ١٠۵

مͬ�رویم. ٣ گام به و P١ = a۶, P̄ = P (A۶, A١)

مͬ�کنیم. پیدا را زیر مقادیر پس ، داریم را ١ نمونه مرحله این در مرحله(٣)

A١ = max{Q۵(a۶, u)|u ∈ {a٧, a٨}} = ٢٠

(deg(c٢) = ١ (چون A٢ = ٠

سپس f = Mean(W̄ )−A١ −A٢ = ٨۵ و g = Max(PC) = ٢٠ مͬ�دهیم قرار

(نقطه . مͬ�کنیم ثبت W در را a۶, a١ یعنͬ آن متناظر رأس�های و (٢٠,٨۵) نقطه

اکنون شوید متوقف ، است PC شامل بهینه پرتو مسیر�های همه از φͷی (٢٠,٨۵)

. مͬ�آید به�دست زیر بصورت نقطه ۵ Wبا مجموعه

W = {(۶٠,١٠۵), (٧۵,٢٨۵), (٨٠,٢٨۵), (۴٠,١١۵), (٢٠,٨۵)}

ممسیرهای تمام معرفخصوصیت (٢٠,٨۵) نقطه و ϕ(Π) = {(٢٠,٨۵)} نتیجه در

مسئله برای بهینه جواب ͷی خصوصیت این با مسیری هر واقع در است. بهینه پرتو

مͬ�کنیم. پیدا را مسیری چنین ۴.۴.٢ الͽوریتم از استفاده با اکنون است. نظر مورد

W مجموعه از نقطه�ای (٢٠,٨۵) نقطه ۴.۴.٢ الͽوریتم اول گام ابتدای در : ١ گام
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q١ = a۶, q٢ = a١ مͬ�دهیم قرار لذا است. ٣.۴.٢ الͽوریتم ۴ گام از آمده بدست

مͬ�رویم. ٢ گام به و P̃ = PC = P (a۶, a١)

رأس بدنبال باید لذا است ͷی از بیشتر a۶ رأس درجه چون گام این در : ٢ گام

قرار نتیجه در است. a٧ رأس رأس، این و Q۵(a۶, u) ≥ Q۵(a۶, u) که بͽردیم u

مͬ�رویم. ٣ گام به و q١ = a٧, P = P (a٧, a١) مͬ�دهیم

مسیر و مͬ�شویم متوقف لذا است، ͷی هردو a١ و a٧ درجه چون گام این در : ٣ گام

مͬ�کنیم. معرفͬ درخت مرکزی میانه مسیر عنوان به را P (a٧, a١)
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٣ فصل

برگ k با درختͬ هسته

تاریخچه و مقدمه ١.٣

که مͬ�شد محدود شبͺه ͷی روی بر وسیله�هایͬ مͺان�یابͬ به قدیمͬ مͺان�یابͬ تئوری

کاربردهای از بسیاری در حالͬ�که در باشند. یͺتایͬ نقاط بصورت مͬ�توانستند تنها

فرم به یعنͬ باشند بزرگ بسیار مͬ�شوند مͺان�یابͬ که وسیله�هایͬ است ممͺن واقعͬ

است بصورتیͷدرخت نظر مورد مسیر حالتͬ�که در باشند. یͷدرخت یا یͷمسیر

مسئله از تعمیمͬ مسئله این واقع در مͬ�شود، مطرح برگ١ k با درختͬ هسته مسئله

فاصله مجموع که برگ k دقیقاً با زیردرختͬ کردن پیدا از است عبارت و است هسته

آل٢ ات پن توسط بار اولین برای مسئله این است. مینیمم آن تا شبͺه رئوس وزنͬ

.[١١] داد ارائه آن یافتن برای O(kn) زمانͬ مرتبه با الͽوریتم ͷی او و شد معرفͬ

یͷالͽوریتم توانستند آن�ها و شد بررسͬ یونو٣ و شئورا توسط بعداً درختͬ هسته مسئله

ارتباطͬ های شبͺه ساختن در درختͬ هسته مسئله .[١٢] دهند ارئه آن برای را خطͬ

دارد. کاربرد بسیار بالا سرعت با

لازم نͺات و تعاریف برخͬ اول بخش در است: زیر بصورت فصل این کلͬ ساختار

هسته یافتن برای O(kn) زمانͬ مرتبه با الͽوریتم ͷی دوم بخش در مͬ�کنیم. بیان را

مͬ�کنیم. بیان کاربردی مثال ͷی آن برای و مͬ�دهیم ارائه kثابت مقادیر ازاء به درختͬ
١k − tree core ٢Peng et al ٣Shioura and Uno
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به درختͬ هسته یافتن برای O(nlgn) زمانͬ مرتبه با دیͽری الͽوریتم سوم بخش در

مͬ�دهیم. ارائه k بزرگ و متغیر مقادیر ازاء

مسئله فرمول�بندی ٢.٣

مجموع که است برگ k دقیقاً با زیردرختͬ درختͬ، هسته که گفتیم قبل بخش در

را مسئله این داریم قصد بخش این در است. مینیمم آن تا شبͺه رئوس وزنͬ فاصله

مͬ�کنیم. بیان را نیاز مورد تعاریف از برخͬ آن از قبل که کنیم فرمول�بندی

V (T ) این�صورت در باشد، شده ریشه�دار درخت ͷی T کنید فرض .١.٣ تعریف

است. درخت رأس�های تعداد معرف |T | و T درخت رأس�های مجموعه معرف

بالای رأس آن والد٢ و است ١ درجه با رأسͬ T درخت در برگ ( (برگ١ تعریف٢.٣.

است. ریشه به ͷنزدی آن

رأس از فاصله :١.٣ شͺل

١Leaf ٢Parent
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d(v) =
∑

u∈V (T ) d(u, v) با را v از فاصله v ∈ V (T رأس( هر ازای به تعریف٣.٣.

است. دلخواه رأس دو فاصله d(u, v) که مͬ�دهیم نشان

آورید. بدست را v١٠ رأس از فاصله ١.٣ درخت در .١٧ مثال

d(v١٠) = ١+ ١+ ١+ ٢+ ٢+ ٢+ ٢+ ٢+ ٢+ ٣+ ٣+ ٣ = ٣ = ٢٧

مسیر از فاصله :٢.٣ شͺل

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را مسیر از فاصله P دلخواه مسیر هر ازای به .۴.٣ تعریف

d(P ) =
∑

u∈V (T )

d(u, P ) (١.٣)

است. d(u, P ) = minv∈Pd(u, v) که

آورید. بدست را Pv٢,v۶ مسیر از فاصله ٢.٣ درخت در .١٨ مثال

d(Pv٢,v۶) = ١+ ١+ ١+ ١+ ٢+ ٢+ ٢+ ٢ = ١٢
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تعریف زیر بصورت را T ′ از فاصله T درخت از T ′ درخت زیر هر ازاء به .۵.٣ تعریف

مͬ�کنیم:

d(T
′
) =

∑
v∈V (T )

d(v, T
′
) (٢.٣)

مͬ�باشد. d(v, T ′
) = minu∈V (T ′ ) d(u, v) که

درخت زیر از فاصله :٣.٣ شͺل

T
′
= درخت{١٣,٧,٢,٩,١٠,١١,٣,١٢,١۴,۶} زیر از فاصله درخت٣.٣ در .١٩ مثال

آورید. بدست را
d(T

′
) = ١+ ١+ ١+ ١ = ۴

و دارد برگ k دقیقاً که است T درخت از درختͬ زیر برگ، k با درختͬ هسته .۶.٣ تعریف

این هدف تابع مͬ�دهیم. نشان KTC با اختصار به را آن و است مقدار مینیمم آن از فاصله

است: زیر بصورت مسئله

F (T
′
) = min

T
′∈T

∑
v∈V (T )

d(v, T
′
) (٣.٣)
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شده ذخیره فاصله آن�گاه باشد، l مانند برگ ͷی تا v رأس از مسیری Pv,l اگر .٧.٣ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را مسیر این به�وسیله

DSAV (Pv,l) = d(v)− d(Pv,l) (۴.٣)

است. v رأس از گسترش�یافته مسیر انتخاب برای مقدار بهترین DSAV (Pv,l) که

بطور�ی�که باشد، < v٠, v١, . . . , vr > به�صورت مسیری Pv,l کنید فرض .٨.٣ تعریف

نشان Tr(vi) با را vi روی شده آویزان درخت زیر دراین�صورت .l = vr و v = v٠

به شده متصل رأس�های مجموعه به�وسیله شده تولید درخت زیر Tr(vi) واقع در مͬ�دهیم.

نیستند. Pv,l مسیر در که است رأس�هایͬ آن و vi شامل تنها که است مسیرهای به�وسیله vi

داریم: این�رو از

DSAV (Pv,l) =
r∑

i=١
i|Tr(vi)| (۵.٣)

وزن درخت�ها زیر این در که است vi رأس روی شده آویزان درخت�های زیر Tr(vi) که

است. ͷی یال�ها طول و رئوس

تعاریف از استفاده با را Pv٢,v۶ مسیر به�وسیله شده ذخیره فاصله ٢.٣ درخت در .٢٠ مثال

آورید. بدست ٨.٣ ٧.٣و

DSAV (Pv٢,v۶) = d(v٢)− d(Pv٢,v۶) = ۴٧− ١٢ = ٣۵

DSAV (Pv٢,v۶) =
∑r

i=١ i|Tr(vi)| = ٢+٢×١×۴+٣×۴+۴×٢+۵×١ = ٣۵

Tr(vi); i = . . . , r باشد، T درخت هسته < v٠, v١, . . . , vr > کنید فرض .٩.٣ تعریف

همچنین هستند. vi رأس به متصل که مͬ�نامیم هسته روی شده آویزان های درخت زیر را

. ∪r
i=١ V (Tr(vi)) = V (T ) و هستند مجزا دوبه�دو Tr(vi) که داشت توجه باید
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بنا هسته الͽوریتم پایه بر که را درختͬ هسته الͽوریتم بالا تعاریف از استفاده با قادریم اکنون

مͬ�کند استفاده درختͬ هسته ͷی به هسته گسترش برای قوی استراتژی ͷی از و است شده

دهیم. ارائه

K ثابت مقادیر ازاء KTCبه آوردن بدست الͽوریتم ١.٢.٣

الͽوریتم قبل بخش تعاریف از استفاده با اول بخش در است. قسمت دو شامل بخش این

گسترش برای قوی استراتژی ͷی از و است شده بنا هسته الͽوریتم پایه بر که را درختͬ هسته

اولین برای ١٩٩٢ سال در مسئله این کنیم. بیان مͬ�کند استفاده درختͬ هسته ͷی به هسته

آن یافتن برای O(kn) زمانͬ مرتبه با الͽوریتم ͷی او و شد معرفͬ آل١ ات پن توسط بار

پیدا را درخت هسته ابتدا که است ترتیب این به الͽوریتم این عملͺرد نحوه .[١١] داد ارائه

k به درخت برگ�های تعداد زمانͬ�که تا مͬ�کند آن به یال کردن اضافه به اقدام سپس مͬ�کند

مͬ�پردازیم. کاربردی مثال ͷی روی بر فوق الͽوریتم سازی پیاده به دوم بخش در برسد.

k ثابت مقادیر ازاء به KTCوریتمͽال
k < e ، T درخت ورودی:

KTC خروجͬ:

< v٠, v١, . . . , vr > هسته شد، بیان ٢ فصل در که هسته الͽوریتم�های از استفاده با گام١)

مͬ�کنیم. پیدا را T درخت

به�وسیله هسته روی شده آویزان های درخت زیر Tr(vi); i = ١, . . . , r کنید فرض گام٢)

مͬ�دهیم: قرار صورت این در باشند. vi رأس

مجموعه که j := k − ٢ و CANSET := {v٠, v١, . . . , vr} و k − treecore := P

است. هسته رأس�های شامل CANSET

DSAV (v) := maxl∈Tr(v)DSAV (Pv,l) دهید: قرار v ∈ CANSET رأس هر ازای به
١Peng et al
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دهید: انجام را زیر مراحل است j > ٠ زمانͬ�که تا گام٣)

و DSAV (vq) := maxv∈CANSET DSAV (v) آن ازاء به که باشد رأسͬ vq کنید فرض

مͬ�دهد بدست را DSAV (vq) مقدار که باشد Tr(vq) در مسیری Pq =< vq٠, . . . , vqs >

روی شده آویزان درخت�های زیر Tr(vqi); i = i, . . . , r فرضکنید هم�چنین و (vq٠ = vq)

دهید: قرار و کرده حذف Tr(vq)درخت از را eq٠,q١ یال صورت این در باشند. Pq مسیر

ازاء به و CANSET := CANSET ∪ {vq١, . . . , vqs} ، KTC := KTC ∪ Pq

و j := j − ١ و DSAV (vi) := maxl∈Tr(vi)DSAV (Pvi,l) دهید: قرار i = ١, . . . , s

کنید. معرفͬ را KTC

درختͬ هسته :۴.٣ شͺل

طول و رئوس کنید(وزن پیدا را برگ ۴ با درختͬ هسته ۴.٣ شͺل درخت در .٢١ مثال

بͽیرید.) نظر در ͷی را یال�ها

مͬ�کنیم: پیدا را درخت هسته کردیم، معرفͬ بخش٢ در که هسته الͽوریتم از استفاده با ابتدا

پیدا را CANSET مجموعه اکنون است. P =< v١, v١١, v١۵, v١۶, v٢٠, v١٧, v١٨, v٨ >
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فاصله�های ماکزیمم سپس CANSET := {v١, v١١, v١۵, v١۶, v٢٠, v١٧, v١٨, v٨} مͬ�کنیم

مͬ�آوریم بدست را C مسیر رأس�های روی شده آویزان درخت�های زیر برای را شده ذخیره

است. شده داده نشان ١.٣ درجدول که

درخت رئوس برای DSAV مقادیر :١.٣ جدول

vi v١ v١١ v١۵ v١۶ v٢٠ v١٧ v١٨ v٨
DSAV ٠ ٠ ٣ ٧ ١ ۴ ١ ٠

اضافه درخت به باید P ′
=< v٣, v١٣, v١۴, v١۶ > مسیر که مͬ�بینیم ١.٣ جدول به توجه به

با اکنون مͬ�شوند. اضافه CANSET مجموعه به v٣, v١٣, v١۴ رأس�های همچنین و شود

درخت به باید دوم تͺرار در < v۶, v١٩, v١٧ > مسیر که است واضح ٢.٣ جدول به توجه

به�صورتͬ درختͬ هسته و �رسیده پایان به الͽوریتم k = ۴ چون مرحله این در و �شود اضافه

مͬ�آید. بدست شده داده نشان شͺل در که

درخت رئوس برای DSAV مقادیر :٢.٣ جدول

vi v١ v١١ v١۵ v١۶ v٢٠ v١٧ v١٨ v٨ v٣ v١٣ v١۴
DSAV ٠ ٠ ٣ ٠ ١ ۴ ١ ٠ ٠ ٠ ١

درختͬ هسته و هسته بین روابط ٢.٢.٣

مͬ�کند. روشن را درختͬ هسته و هسته بین ارتباط که مͬ�پردازیم لم چند معرفͬ به ادامه در

دارد. اشتراک هسته ͷی با KTC هر T درخت ͷی در .١٠ لم

به باشد. درختͬ هسته ͷی KTC و l٢ و l١ برگ�های با هسته ͷی C کنید فرض اثبات.

یͺتا مسیر ͷی نتیجه در نباشند. مشترک رأسͬ هیچ KTCدر و C فرضکنید خلف برهان

فرض اکنون است. v ∈ KTC و u ∈ C که دارد وجود قسمͬ KTCبه به C از Pu,v مانند

DSAV (Pv,l٢) ≥ است T درخت هسته C چون نتیجه در باشد. KTC در برگͬ l٣ کنید
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دو به بنا لذا DSAV (Pu,l٣) ≥ DSAV (Pv,l٣) داریم: طرفͬ از است DSAV (Pu,l٣)

اضافه با DSAVاکنون (Pv,l٢) ≥ DSAV (Pu,l٣) ≥ DSAV (Pv,l٣) داریم: فوق نامساوی

مقدار با درختͬ زیر Pv,l٣ مسیر از مناسبͬ بخش کردن حذف و KTC به Pv,l٢ مسیر کردن

KTC که دارد موضوع این تناقضبا موضوع این که آوریم بدست را d(T ) از کمتری d(T
′
)

است. درختͬ هسته ͷی

است. هسته ͷی شامل KTC هر T درخت ͷی در .١١ لم

دو صورت این در نیست. KTC ͷی در مشمول که باشد هسته�ای C کنید فرض اثبات.

مͬ�افتد. اتفاق زیر حالت

حالت این در باشند. مشترک u یͺتا رأس ͷی در فقط KTC درخت زیر و C مسیر (١)

برابر DSAV (Pu,l) مقادیر تمامͬ باید l ∈ C ∪KTC برگ k + ٢ ازاء به که مͬ�کنیم ادعا

که قسمͬ به باشد داشته وجود KTC در Pu,l٠ مانند مسیری مثلا́ نباشد، چنین اگر باشند.

مͬ�توانیم درنتیجه است. C در Pu,l١ مانند مسیری ͷی از کمتری شده ذخیره فاصله دارای

d(T
′
) < d(KTC) که خصوصیت این با برگ k با T ′ جدید درخت زیر ͷی ایجاد برای

میان در برگ دو هر کننده متصل مسیر نتیجه در کنیم. جایͽزین Pu,l١ مسیر با را Pu,l٠ مسیر

مͬ�دهد. را هسته ͷی تشͺیل خود uرأس از گذشته و KTC برگ k

حالت این در باشند. مشترک Pu,v مانند مسیر ͷی در KTC زیردرخت و C مسیر (٢)

باشد. برگ ͷی v و برگͬ غیر u فرضکنید هستند. برگͬ غیر v و uرأس دو از ͬͺی حدأقل

برگͬ l که Pu,l مسیرهای تمام برای که مͬ�کنیم ادعا قبل حالت به شبیه برهانͬ با نتیجه در

فرض اکنون هستند. برابر DSAV (Pu,l) مقادیر است، Pu,l ∩ Pu,v = u و KC یا C در

این و Pu,l ∩ Pu,v = u که قسمͬ به است l ∈ KTC برگ�های از ای مجموعه S که کنیم

هر u, v که حالتͬ در مͬ�باشد. هسته است l ∈ S که Pv,l مسیر که مͬ�دهد نتیجه موضوع
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این با کنیم. اجرا نیز v رأس برای را فوق اثبات روند کافیست تنها هستند برگͬ غیر دو

است. Pv,l ∩ Pu,v = v قسمͬ�که به باشد l ∈ KTC برگ�های از مجموعه�ای S ′ که فرض

درخت هسته است، l′ ∈ S
′ و l ∈ S که Pl,l

′ مسیر که بͽیریم نتجه مͬ�توانیم بلافاصله و

است.

مͬ�کند. پیدا را T درخت از KTC ͷی درستͬ به ١.٢.٣ الͽوریتم .١.٣ قضیه

مͬ�توان همچنین است. هسته ͷی شامل KTC ͷی که مͬ�دانیم ١١ لم به توجه با اثبات.

کرد. تبدیل KTC ͷی به مشخص یال ͷی کردن اضافه با را هسته ͷی

مسیر ͷی Pq
′ که d(KTC ∪ Pq) ≤ d(KTC ∪ Pq

′ ) داریم: الͽوریتم از تͺرار هر در (١)

روند به باتوجه مسئله این .Pq′ ∩KTC = q
′ بطوری�که است q′ ∈ KTC رأس از آغازی

C مانند هسته ͷی شامل KTC ͷی اگر نتیجه، عنوان به است. درک قابل الͽوریتم کار

کرد. تولید را KTC ͷی مͬ�توان راحتͬ به شود شروع C هسته از الͽوریتم و باشد

کنید فرض مطلب این اثبات منظور به دارد. قرار درختͬ هسته تعدادی در هسته ͷی (٢)

باشد هسته�ای C کنید فرض همچنین . باشد آن با متناظر درخت زیر T ′ و هسته ͷی C ′

است C ∩ C
′ ̸= ϕ چون نتیجه در دارد. قرار KTC مانند درختͬ هسته ͷی درون که

است شده انتخاب KTC روی بر T ′ این�که به توجه با طرفͬ از T ′′
= KTC ∩ T

′ ̸= ϕ

مͬ�گیریم: ∑نتیجه
v∈T

d(v, T
′
) ≤

∑
v

d(v,KTC)

است. KTC ͷی T ′ که مͬ�دهد نتیجه موضوع این که

مورد الͽوریتم ، تͺرار امین i در که دید خواهیم ٢ و ١ حالت�های کردن ترکیب با اکنون

ͷی ١.٢.٣ الͽوریتم نتیجه در مͬ�کند. تولید را T درخت از (i+ ٢)− treecoreͷی نظر

مͬ�کند. پیدا را KTC
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باشد. (k − ١)− treecoreͷی شامل باید k − treecoreͷی T درخت ͷی در .٣ نͺته

است. O(kn) برابر ١.٢.٣ الͽوریتم زمانͬ مرتبه .٢.٣ قضیه

است. O(n) زمانͬ مرتبه دارای درخت، ͷی هسته کردن پیدا الͽوریتم که مͬ�دانیم اثبات.

زمانͬ مرتبه دارای DSAV (v) محاسبه عملیات v ∈ CANSET رأس هر ازاء به همچنین

محاسباتͬ مرتبه نتیجه در
∑

v∈CANSET |Tr(v)| = n چون طرفͬ از O(|Tr(v)|)مͬ�باشد.

عملیاتحلقه از تͺرار هر که دید مͬ�توان آسانͬ به نهایت در و O(n)است DSAVبرابر (v)

O(kn) با برابر الͽوریتم زمانͬ مرتبه نتیجه در دارد. را O(n) پیچیدگͬ اصلͬ، برنامه تͺرار

است.

K بزرگ مقادیر ازاء KTCبه آوردن بدست الͽوریتم ٣.٢.٣

اگر که دیدیم و شدیم. آشنا KTC آوردن بدست برای کارا الͽوریتم ͷی با قبل بخش در

ثابت k اگر درحالͬ�که است. O(kn) با برابر الͽوریتم زمانͬ مرتبه باشد ثابت مقدار ͷی k

مͬ�باشد. O(n١+α) با برابر الͽوریتم پیچیدگͬ آن�گاه ٠ < α < ١ که k = nα مثلا́ نباشد،

مرتبه بدهیم. ارائه است بزرگ بسیار k حالتͬ�که برای موثر الͽوریتمͬ مͬ�خواهیم اکنون

است. O(klogn) با برابر الͽوریتم این زمانͬ

مͬ�کنیم. بیان را نیاز مورد اصطلاحات و تعاریف از برخͬ فوق الͽوریتم معرفͬ از قبل

مͬ�دهیم، نشان head(l) با را l به منتهͬ شاخه سر l ∈ T برگ ازاء به .١٠.٣ تعریف

است. دو از بیشتر p(head(l)) یعنͬ آن پدر درجه که است l برگ جد head(l)

مͬ�دهیم نشان ds(l) با را l برگ به منتهͬ شاخه وسیله به شده ذخیره فاصله .١١.٣ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت و

ds(l) = DSAV (Pp(head(l)),l)

کنید. پیدا را ds(v١) و head(v١) مقادیر v١ رأس برای ۴.٣ درخت در .٢٢ مثال
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head(v١) = v١١, head(v١١) = v١١ =⇒ head(v١) = v١١

ds(v١) = DSAV (Pp(head(v١)),v١) = DSAV (Pp(v١١),v١) = DSAV (Pv١۵,v١) = ٣

است. head(l) در شده ریشه�دار درخت زیر اندازه |T (head(l))| .١٢.٣ تعریف

بندی فرمول زیر بصورت را KTC الͽوریتم فوق تعاریف از استفاده با مͬ�توانیم اکنون

است. k < eحالت الͽوریتم در مناسب حالت تنها مͬ�کنیم فرض دوباره کنیم.

K بزرگ مقادیر ازاء به KTCوریتمͽال
k < e ، T درخت ورودی:

KTC خروجͬ:

COMPUT (v)عملیات

دهید: قرار

|T (p(v))| := |T (v)|+ |T (p(v))|

leaf(p(v)) := leaf(v)

v := p(v)

p(v) := p(p(v))

ds(leaf(v)) := ds(leaf(v)) + |T (v)|

head(leaf(v)) := v دهید قرار deg(p(v)) > ٢ زمانͬ�که تا

اصلͬ برنامه

دهید: قرار است برگ v اگر v ∈ T رأس هر ازاء به شروع: گام١)

leaf(v) := v

ds(v) := |T (v)| = ١

leaf(v) = ϕ دهید: قرار اینصورت غیر در
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دهید: انجام l برگ هر ازاء به

دهید. انجام را COMPUT (l)عملیات deg(p(l)) = ٢ اگر

کنید: تͺرار را زیر عملیات شاخه: مینیمم حذف گام٢)

v := DEL(Q);

|T (p(head(v)))| := |T (p(head(v)))|+ |T (head(v))|

deg(p(head(v))) := deg(p(head(v)))− ١

r := r − دهید١ قرار کنید.و حذف T درخت از را < head(v), p(head(v)) > یال

leaf(u) ̸= ϕ رابطه در u مثلا ، اش همسایه دو از ͬͺی تنها و deg(p(head(v))) = ٢ اگر

دهید. انجام را UPDAT (Q, leaf(Q)) و COMPUT (u)عملیات آنͽاه کند صدق

کنید. توقف r = ٠ اگر

کنید. پیدا را برگ ۴ با درختͬ هسته ۵.٣ درخت در .٢٣ مثال

برگ ۴ با درختͬ هسته :۵.٣ شͺل
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اولویت�دار صف ͷی آن�ها ds مقادیر از استفاده با درخت، برگ�های تمام برای گام١:ابتدا

است. شده داده نشان ٣.٣ جدول در که مͬ�دهیم تشͺیل

درخت برگ�های برای ds مقادیر :٣.٣ جدول

vi v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠
ds ٣ ٣ ٣ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١

برگ�های تمام برای را head(l) COMPUTمقادیر (u)عملیات از استفاده گام این گام٢:در

است. شده داده نشان ۴.٣ جدول در نتیجه مͬ�کنیم. پیدا درخت

درخت برگ�های برای head(l) مقادیر :۴.٣ جدول

vi v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠
head(l) v١١ v١٢ v١٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠

حذف عملیات لذا r = m − k = ١٠ − ۴ = ۶ با است برابر r مقدار گام این گام٣:در

مͬ�دهیم. ادامه r ̸= ٠ زمانͬ�که تا را شاخه مینیمم

حذف درخت از {v۴, v۵, v١٠, v٧, v٩} رأس�های شاخه، مینیمم حذف عملیات اجرای طͬ

داده نشان ۵ جدول در بصورتͬ�که {v٣, v۶, v٨} رأس�های ds مقادیر نتیجه در مͬ�شوند.

مͬ�شوند. بهنͽام شده

درخت رئوس برای ds مقادیر :۵.٣ جدول

vi v١ v٢ v٣ v٨ v۶
ds ٣ ٣ ٧ ۴ ۴

باید v٢ یا v١ رأس دو از ͬͺی که است واضح ۵.٣ جدول در ds مقادیر به توجه با اکنون

بصورتͬ�که درختͬ هسته و یافته خاتمه الͽوریتم لذا k = ۴ چون مرحله این در حذفشوند.

مͬ�آید. بدست شده داده نشان شͺل در
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۴ فصل

l مقید طول و برگ k با درختͬ هسته

تاریخچه و مقدمه ١.۴

مقید طول و برگ k دقیقاً با درختͬ زیر کردن پیدا از است عبارت درختͬ هسته مسئله

٢٠٠٢ سال در مسئله این باشد. مینیمم آن تا درخت رئوس فاصله مجموع به�گونه�ای l

دهد ارائه درختͬ هسته یافتن برای الͽوریتم دو توانست او و شد بررسͬ ١ بͺر توسط

الͽوریتم این زمانͬ مرتبه و باشد بͬ�وزن درخت که است حالتͬ برای اول الͽوریتم .[١۵]

مرتبه حالت این در باشد، وزن�دار درخت که دارد کاربرد زمانͬ دوم الͽوریتم است. O(n٢)

با ارتباطͬ شبͺه�های در درختͬ هسته مسئله است. O(n٢logn) بͺر الͽوریتم محاسباتͬ

دارد. کاربرد بسیار اینترنتͬ شبͺه�های مانند بالا سرعت

مسئله مدل�بندی ٢.۴

مͬ�کنیم. بیان را مسئله این نیاز تعاریفمورد از برخͬ درختͬ هسته مسئله بندی فرمول از قبل

(i, j) ∈ T یال هر طول |V | = nرئوس تعداد با T = (V,E)درخت ͷی در تعریف۴.١.

مͬ�دهیم. Wنشان (v) با را v ∈ V رأس هر وزن و a(i, j) با را

متصل هم به را رأس دو این که یͺتایͬ مسیر u, v ∈ V دلخواه رأس دو ازاء به تعریف۴.٢.
١Beker
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طول با برابر d(u, v) یعنͬ رأس دو این بین فاصله نتیجه در مͬ�دهیم. نشان Pu,vبا را مͬ�کند

است. Pu,v مسیر

این طول این�صورت در ، باشد T درخت در دلخواهͬ مسیر P کنید فرض .٣.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان L(P ) =
∑

(i,j)∈P a(i, j) با را مسیر

با آن�را و دارد را ممͺن طول بیش�ترین که است مسیری درخت، ͷی ( (قطر١ .۴.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان dT

این�صورت در باشد. T درخت از درختͬ زیر T ′
= (V

′
, E

′
) کنید فرض .۵.۴ تعریف

نشان d(T ′
) =

∑
v/∈V ′ d(v, T

′
) با را درخت زیر این تا درخت رأس�های تمام فاصله

همچنین است. T ′ درخت در رأس ͷی تا v /∈ V
′ فاصله مͬ�نیمم d(T

′
) که مͬ�دهیم،

مͬ�دهیم. نشان DISTSUM(T
′
) با را d(T ′

)

قطر و برگ k حدأکثر با است T درخت از درختͬ زیر (k, l) − Core ͷی .۶.۴ تعریف

است. ممͺن مقدار کمترین آن DISTSUM مقدار بطوری�که l حدأکثر

T c با را رأس این در شده ریشه�دار درخت c ∈ V دلخواه رأس ͷی ازاء به .٧.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان

شامل که l حدأکثر طول و برگ k حدأکثر با است درختͬ زیر KTC(c)ͷی .٨.۴ تعریف

است. ممͺن مقدار کمترین آن DISTSUM مقدار و است c

T c
v با را است آن فرزندان تمام و v رأس شامل که T c درخت از درختͬ زیر .٩.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان

و sum(v) با ترتیب به را T c
v و T c درخت�های در رئوس وزنͬ مجموع .١٠.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان sumc(v)

١Diameter

۶٨



نشان dv(c) با را T c
v درخت در دیͽر رأس�های تمام از v رأس ͷی فاصله .١١.۴ تعریف

مͬ�دهیم.

نسبت Pu,x مسیر شده ذخیره فاصله Pu,x مسیر ͷی و Pv,u مسیر ͷی برای .١٢.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان sav(Pv,u, Pu,x) = d(Pv,u)− d(Pu,x) با را Pv,u مسیر به

sav(v, Pv,x) مͬ�دهیم قرار sav(Pv,u, Pu,x)به�جای باشد vرأسͷی شامل Pv,uتنها مسیر اگر

مͬ�کند: صدق زیر خاصیت در sav این که

یال�های و u ∈ T c
v با T c

v ، T c
v درخت�های زیر در ترتیب به Pu,x و Pv,u مسیر دو ازاء به

مͬ�شود: محاسبه زیر بصورت Pv,xمسیر شده ذخیره فاصله مجزاء،

sav(v, Pv,x) = sav(v, Pv,u) + sav(u, Pu,x)

مقادیر v در T c
v شده ریشه�دار زیردرخت و v ∈ V دلخواه رأس ͷی ازاء به .١٣.۴ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت�های را dv(c) و sumc(v)

sumc(v) =

 w(v) است T c از برگ ͷی v اگر

w(v) +
∑

u ∈ child(v) sumc(u) این�صورت غیر در
(١.۴)

dc(v) =

 ٠ است T c از برگ ͷی v ∑اگر
u ∈ child(v)[dc(v) + a(v, u)sumc(u)] این�صورت غیر در

(٢.۴)

مͬ�گیریم. نظر در u رأس پدر را f(u) ،u ̸= v و u ∈ T c
v رأس ͷی ازاء به .١۴.۴ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت را sav(v, Pv,u)مقدار و

sav(v, Pv,u) = sav(v, Pv,f(u)) + a(f(u), u)sumc(u) (٣.۴)

sav(v, Pv,f(u)) = sav(v, v) = ٠ آن�گاه v = f(u) اگر
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مͬ�کنیم. بیان را (k, l)− core مسئله معرفͬ برای لازم نͺات و تعاریف برخͬ بخش این در

مͬ�کنیم. پیدا را k − treecore(c) ابتدا T c شده ریشه�دار درخت ͷی ازاء به

ساختن c،برای مانند دلخواه رأس ͷی در درخت کردن ریشه�دار از بعد که اینصورت به

همچنین باشند. داشته ادامه برگ ͷی تا و باشند شده شروع c از که مͬ�کنیم پیدا را مسیرهای

مسیر دو L٢ و L١ کنید فرض براین علاوه باشند. c رأس فرزندان v١, . . . , vm کنید فرض

T c در برگ دو i ̸= j ؛ vj، vi یعنͬ آن مختلف فرزند دو و مͬ�کنند عبور C از که باشند

شده ذخیره فاصله ماکزیمم دومین و شده ذخیره فاصله ماکزیمم دارای به�ترتیب باشند.که

باشد مسیر L٢ و L١ دو این اجتماع از آمده بدست مسیر Pc مسیر فرضکنید هستند.اکنون

مͬ�نامیم. مͬ�کند عبور cرأس از که T c درخت هسته را Pcکه

و T c درخت از S درخت زیر ͷی ازاء به ( شده١ ریشه�دار موضعاً (هسته .١۵.۴ تعریف

رابطه در و است v همسایه که باشد T c درخت از رأسͬ u کنید فرض ،v /∈ S رأس ͷی

d(u, S) = d(v, S)− ١ مͬ�کند صدق مقابل

مͬ�کنیم. تعریف زیر بصورت را S به نسبت v شده ریشه�دار موضعاً هسته

هسته این دارد. را sav(u, Pu,x) ماکزیمم که v رأس از گذشته Pu,x مانند مسیری�است

v /∈ S رأس ͷی که داشت توجه نͺته این به باید البته مͬ�دهیم. نشان LRC(v, S) با را

را LRC(v, S) مجموعه باشد. داشته شده ریشه�دار موضعاً یͷهسته از بیش�تر است ممͺن

مرتبه O(n) در که مͬ�نامیم، c به نسبت ماکزیمال شده ریشه�دار موضعاً هسته�های مجموعه

مͬ�آید. بدست

کنیم پیدا را Pc مسیر نخست است کافͬ k − treecore(c) ͷی کردن پیدا برای نتیجه در

LS مجموعه از عضو k − ٢ نهایت در و بیابیم Pc مسیر به نسبت را LS مجموعه سپس و

کنیم. اضافه Pc مسیر به را شده ذخیره فاصله ماکزیمم با
١Locally Rooted Core
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که دارد وجود به�قسمͬ S ′ مانند (k+١)− treecoreͷی S مانند KTC هر برای .١٢ لم

است. S ⊂ S
′

به نسبت شده ریشه�دار موضعاً هسته ͷی P کنید فرض S مانند KTC هر برای .۴ نͺته

در دارد. S با همسایه v رأس�های تمام درمیان را شده ذخیره فاصله ماکزیمم که باشد S

است. (k + ١)− treecoreͷی نیز S ∪ P این�صورت

ͷی در (k, l) − treecore کردن پیدا برای Beker الͽوریتم ١.٢.۴
بͬ�وزن درخت

در (k, l)− treecoreͷی کردن پیدا برای را O(n) زمانͬ مرتبه با الͽوریتمͬ بخش این در

تعاریفضروری و نͺات یͷسری بیان آن از قبل که مͬ�کنیم بیان را وزن�دار غیر یͷدرخت

اگر که مͬ�دهیم نشان مثال ͷی با اما است، شده بنا ١٢ لم پایه بر الͽوریتم این اگرچه است.

نخواهد برقرار لم این کنیم جایͽزین l به محدود قطر با (k, l)− treecoreͷی با KTCرا

بود.

درخت ͷی در (٢,۴)− core یافتن مثال :١.۴ شͺل
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کنید. پیدا درخت این در را (٢,۴)− core و بͽیرید نظر در را ١.۴ درخت .٢۴ مثال

تابع مقدار با P = {٢,٣,۴,۵,۶} مسیر دارد را هدف تابع مقدار مینیمم که مسیری تنها

مسیر تنها (٣,۴) − core کردن پیدا برای مسیر این از شروع با است. d(P ) = ١۶ هدف

مینیمم که درختͬ زیر است. d(T ′
) = ١١ هدف تابع با {١٢,۶,۵,۴,٣,٢} مسیر ممͺن

که است d(T ′
) = ١٠ مقدار با درخت{٣,۴,٧,۵,۶,١٢,١۵} دارد، را هدف تابع مقدار

نیست. (٢,۴)− core شامل درخت زیر این

١.٢.٣ الͽوریتم از استفاده (k, l) − core کردن پیدا برای که مͬ�دهد نشان مثال این •

نیست. امͺان�پذیر

به P مسیر آن، حذف با که است رأس(یالͬ) ،l طول با P مسیر میانͬ نقطه .١۶.۴ تعریف

مͬ�دهیم. نشان c با را مسیر میانͬ نقطه مͬ�شود. تقسیم l

٢(
l − ١
٢ ) طول با مسیر دو

میانͬ رأس همان درخت، مرکز T دلخواه درخت ͷی ازاء به که است کرده ثابت هندلر١

[؟]. است درخت مسیر بلندترین

عملیات توضیح به است لازم برگ k حدأکثر و l طول با درختͬ هسته الͽوریتم ارائه از قبل

گرفت. خواهیم بهره آن از ادامه در که بپردازیم درخت در کردن٢ هرس

بͬ�وزن درخت�های در کردن هرس عملیات ٢.٢.۴

درخت در مͬ�نامیم. T c آن�را و مͬ�کنیم ریشه�دار c رأس یعنͬ آن مرکز در را T درخت ابتدا

فاصله آن در که درختͬ آوردن بدست منظور به را مͬ�شوند شروع c از که مسیرهایͬ جدید

نشان T̂ c با را جدید درخت این مͬ�کنیم. قطع است l٢ حدأکثر درخت مرکز تا رأس�ها تمام

مͬ�دهیم.

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت را وزن توابع T̂ c درخت در
١Handler ٢Prune
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W
′
(v) =


١ نیست T̂ c از برگ ͷی v اگر

sumc(v) است T̂ c از برگ ͷی v اگر
(۴.۴)

(k, l)− core کردن پیدا برای Beker الͽوریتم
T وزن�دار غیر درخت ورودی:

S∗ مانند (k, l)− coreͷخروجͬ:ی

S∗ = ϕ و d∗ = ∞ دهید قرار : ١ گام

دهید: انجام را زیر مراحل E یا V در c مانند ممͺن میانͬ نقطه هر ازاء به : ٢ گام

بدست را T̂ c جدید درخت و داده انجام T درخت روی را کردن هرس عملیات ( ١ مرحله

آورید.

آورید. بدست T̂ c درخت در ۴.۴ رابطه�ی از استفاده با را رئوس تمام وزن ( ٢ مرحله

آورید. بدست را T̂ c
v درخت در رئوس تمام وزن مجموع v ̸= cرأس هر ازاء به ( ٣ مرحله

کنید. پیدا را d(c) مقدار cرأس ازاء به ( ۴ مرحله

کنید. مشخص را Pc مسیر ( ۵ مرحله

کنید. پیدا را LS مجموعه Pc مسیر به توجه با ( ۶ مرحله

LS مجموعه در عناصر تمام است k مساوی یا T̂کمتر c درخت برگ�های تعداد اگر : ٣ گام

.dc مقدار با Sc = T̂ c مͬ�دهیم قرار و کرده انتخاب را

ذخیره فاصله ماکزیمم با LS مجموعه از عضو k−٢ دارد، برگ k از بیشتر T̂ c درخت اگر و

k − ٢ و Pc اجتماع از آمده بدست KTC(c) عنوان به را Sc مجموعه و کرده پیدا را شده

مͬ�دهیم. قرار آن هدف تابع عنوان به dc مقدار با LS مجموعه از عضو
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S∗ = Sc ، d∗ = dc دهید: قرار آن�گاه dc < d∗ اگر : ۴ گام

کنید. معرفͬ (k, l)− core عنوان به را S∗ درخت : ۵ گام

درخت ͷی در (٣,۴)− core یافتن مثال :٢.۴ شͺل

الͽوریتم از استفاده با و بͽیرید نظر در را ٢.۴ شͺل در شده داده نشان درخت .٢۵ مثال

کنید. پیدا را (٣,۴)− core ١.٢.۴

این به مͬ�آوریم، بدست l = ۴ مقدار به توجه با را درخت ممͺن میانͬ رأس�های تمام ابتدا

میانͬ نقطه مسیر این میانͬ نقطه سپس کرده پیدا را ۴ طول با مسیرهای تمام که صورت

نقطه و مͬ�گیریم نظر در ۴ طول با را {v١, v٢, v٣, v۴, v۵} مسیر مثال عنوان به است. درخت

را آن�ها میانͬ رأس�های طریق این با نیز مسیرها سایر برای است. v٣ رأس مسیر این میانͬ

این ͷت ͷت برای سپس v٣, v۴, v۵, v١٢ از عبارتند درخت رأس�های نتیجه در مͬ�کنیم. پیدا

مͬ�دهیم. انجام را زیر گام�های رأس�ها

مͬ�دهیم. انجام را زیر مراحل c = v٣ مرکزی رأس ازاء به :١ گام

بصورتشͺل را T̂ ٣ درخت و مͬ�دهیم انجام درخت روی را کردن هرس عملیات ابتدا (١)
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T̂ ٣ شده هرس درخت :٣.۴ شͺل

است. شده داده نشان ١.۴ جدول در جدید درخت در رئوس وزن مͬ�آوریم. بدست ٣.۴

١ گام در درخت رئوس وزن :١.۴ جدول

vi v١ v٢ v۴ v۵
wi ١ ١ ١ ١٢

این مͬ�وریم. بدست T̂ ٣
v درخت در را رئوس وزنͬ مجموع v ̸= v٣ رئوس تمام ازاء به (٢)

است. شده داده نشان ٢.۴ جدول در مقادیر

T̂ ٣
v درخت در رئوس وزنͬ مجموع :٢.۴ جدول

vi v١ v٢ v۴ v۵
T̂ ٣
i ١ ٢ ١٣ ١٢

d(٣) = ۶ با برابر است، v٣ رأس تا درخت رئوس تمام فاصله مجموع که d(٣) مقدار (٣)

است.

l٢ و l١ مسیر دو باید ابتدا منظور این برای کنیم. پیدا را P٣ مسیر باید مرحله این در (۴)

ذخیره فاصله بیشترین با و شده شروع v٣ از که مسیرهایͬ از عبارتند ترتیب به که بیابیم، را
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مسیرها ٣.۴ جدول در . P٣ = l١ ∪ l٢ نتیجه در شده. ذخیره فاصله بیشترین دومین و شده

است. شده داده نشان آن�ها شده ذخیره فاصله مقادیر و

sav(٣, P٣,i) :٣.۴ جدول

vi v١ v٢ v۴ v۵
sav(٣, P٣,i) ٣ ٢ ١٣ ٢۵

در P٣ = {١,٢,٣,۴,۵} نتیجه در l٢ = {٣,١} و l١ = {٣,۵} فوق جدول به توجه با لذا

d٣ = ٢١ مقدار با Sc = T̂ ٣ گام این در نتیجه

T̂ ۴ شده هرس درخت :۴.۴ شͺل

مͬ�دهیم. انجام را زیر مراحل c = v۴ مرکزی رأس ازاء به :٢ گام

شͺل بصورت را T̂ ۴ درخت و مͬ�دهیم انجام درخت روی را زدن شاخه عملیات ابتدا (١)

است. شده داده نشان ۴.۴ جدول در جدید درخت در رئوس وزن مͬ�آوریم. بدست ۴.۴

٢ گام در درخت رئوس وزن :۴.۴ جدول

vi v٢ v٣ v۵ v۶ v١٢
wi ٢ ١ ١ ۶ ۵
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این مͬ�وریم. بدست T̂ ۴
v درخت در را رئوس وزنͬ مجموع v ̸= v۴ رئوس تمام ازاء به (٢)

است. شده داده نشان ۵.۴ جدول در مقادیر

T̂ ۴
v درخت در رئوس وزنͬ مجموع :۵.۴ جدول

vi v٢ v٣ v۵ v۶ v١٢
T̂ ۴
i ٢ ٣ ١٢ ۶ ۵

d(۴) = ٨ با برابر است، v۴ رأس تا درخت رئوس تمام فاصله مجموع که d(۴) مقدار (٣)

است.

l٢ و l١ مسیر دو باید ابتدا منظور این برای کنیم. پیدا را P۴ مسیر باید مرحله این در (۴)

ذخیره فاصله بیشترین با و شده شروع v۴ از که مسیرهایͬ از عبارتند ترتیب به که بیابیم، را

مسیرها ۶.۴ جدول در . P۴ = l١ ∪ l٢ نتیجه در شده. ذخیره فاصله بیشترین دومین و شده

است. شده داده نشان آن�ها شده ذخیره فاصله مقادیر و

sav(۴, P۴,i) :۶.۴ جدول

vi v٢ v٣ v۵ v۶ v١٢
sav(۴, P۴,i) ۵ ٣ ١٢ ١٨ ١٧

P۴ = {٢,٣,۴,۵,۶} نتیجه در l٢ = {۴,٣,٢} و l١ = فوق{۴,۵,۶} جدول به توجه با لذا

d۴ = ١١ مقدار با Sc = P۴ ∪ (۵,١٢) گام این در نتیجه در

مͬ�دهیم. انجام را زیر مراحل c = v۵ مرکزی رأس ازاء به :٣ گام

شͺل بصورت را T̂ ۵ درخت و مͬ�دهیم انجام درخت روی را زدن شاخه عملیات ابتدا (١)

است. شده داده نشان ٧.۴ جدول در جدید درخت در رئوس وزن مͬ�آوریم. بدست ۵.۴

٣ گام در درخت رئوس وزن :٧.۴ جدول

vi v٣ v۴ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠ v١١ v١٢ v١٣ v١۴ v١۵
w

′
i ٣ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢
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T̂ ۵ شده هرس درخت :۵.۴ شͺل

این مͬ�وریم. بدست T̂ ۵
v درخت در را رئوس وزنͬ مجموع v ̸= v۵ رئوس تمام ازاء به (٢)

است. شده داده نشان ٨.۴ جدول در مقادیر

T̂ ۵
v درخت در رئوس وزنͬ مجموع :٨.۴ جدول

vi v٣ v۴ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠ v١١ v١٢ v١٣ v١۴ v١۵
T̂ ۵
i ٣ ۴ ۶ ١ ١ ١ ١ ١ ۵ ١ ١ ٢

d(۵) = ٨ با برابر است، v۵ رأس تا درخت رئوس تمام فاصله مجموع که d(۵) مقدار (٣)

l٢ و l١ مسیر دو باید ابتدا منظور این برای کنیم. پیدا را P۵ مسیر باید مرحله این در (۴)

ذخیره فاصله بیشترین با و شده شروع v۵ از که مسیرهایͬ از عبارتند ترتیب به که بیابیم، را

مسیرها ٩.۴ جدول در . P۵ = l١ ∪ l٢ نتیجه در شده. ذخیره فاصله بیشترین دومین و شده

است. شده داده نشان آن�ها شده ذخیره فاصله مقادیر و

sav(۵, P۵,i) :٩.۴ جدول

vi v٣ v۴ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠ v١١ v١٢ v١٣ v١۴ v١۵
sav(۵, P۵,i) ٧ ۴ ۶ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۶ ۶ ٨
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P۵ = {٢,٣,۴,۵,۶} نتیجه در l٢ = {۴,٣,٢} و l١ = فوق{۴,۵,۶} جدول به توجه با لذا

d۵ = ١١ مقدار با Sc = P۵ ∪ (۵,١٢) گام این در نتیجه در

مͬ�دهیم. انجام را زیر مراحل c = v١٢ مرکزی رأس ازاء به :۴ گام

شͺل بصورت را T̂ ١٢ درخت و مͬ�دهیم انجام درخت روی را زدن شاخه عملیات ابتدا (١)

است. شده داده نشان ١٠.۴ جدول در جدید درخت در رئوس وزن مͬ�آوریم. بدست ۶.۴

T̂ ١٢ شده هرس درخت :۶.۴ شͺل

۴ گام در درخت رئوس وزن :١٠.۴ جدول

vi v۴ v۵ v۶ v١٣ v١۴ v١۵ v١۶
w

′
i ۴ ١ ۶ ١ ١ ١ ١

مͬ�وریم. بدست T̂ ١٢
v درخت در را رئوس وزنͬ مجموع v ̸= v١٢ رئوس تمام ازاء به (٢)

است. شده داده نشان ١١.۴ جدول در مقادیر این

T̂ ١٢
v درخت در رئوس وزنͬ مجموع :١١.۴ جدول

vi v۴ v۵ v۶ v١٣ v١۴ v١۵ v١۶
T̂ ١٢
i ۴ ١١ ۶ ١ ١ ٢ ١

d(١٢) = ١٠ برابر است vرأس١٢ رئوسدرختتا تمام فاصله مجموع که d(١٢) مقدار (٣)

را l٢ و l١ مسیر دو باید ابتدا منظور این برای کنیم. پیدا را P١٢ مسیر باید مرحله این در (۴)

٧٩



ذخیره فاصله بیشترین با و شده شروع v١٢ از که مسیرهایͬ از عبارتند ترتیب به که بیابیم،

مسیرها ١٢.۴ جدول در P١٢ = l١∪ l٢ نتیجه در شده. ذخیره فاصله بیشترین دومین و شده

است. شده داده نشان آن�ها شده ذخیره فاصله مقادیر و

sav(١٢, P١٢,i) :١٢.۴ جدول

vi v۴ v۵ v۶ v١٣ v١۴ v١۵ v١۶
sav(١٢, P١٢,i) ١۵ ١١ ١٧ ١ ١ ٢ ٣

نتیجه در l٢ = {١٢,١۵,١۶} و l١ = {١٢,۵,۶} فوق جدول به توجه با لذا

d١٢ = ١٣ مقدار با Sc = P١٢ ∪ (۵,۴) گام این در نتیجه در P١٢ = {١۶,١۵,١٢,۵,۶}

(٣,۴)− core :٧.۴ شͺل

. d∗ = ١١ با مͬ�باشد ٧.۴ درخت بصورت فوق درخت (٣,۴)− core نتیجه در

وزن�دار درخت ͷی در (k, l)− core یافتن الͽوریتم ٣.٢.۴

(k, l) − core کردن پیدا برای O(n٣) زمانͬ مرتبه�ی با الͽوریتمͬ معرفͬ به بخش این در

ͷهری آن در که مͬ�شود گفته درختͬ به وزن�دار درخت پردازیم. مͬ� وزن�دار درخت ͷی در

در چون دارند. دیͽری به نسبت متفاوتͬ طول یال�ها از ͷهری و متفاوت وزن رأس�ها از
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بخش استراتژی از نمͬ�توانیم نتیجه در نیست مسیر ͷی یال�های تعداد با متناظر l این�حالت

این�حالت در حقیقت در کنیم. استفاده قطری مسیر میانͬ رأس�های همه کردن پیدا برای قبل

یال ͷی میانͬ نقطه�ی است ممͺن بلͺه نیست یال ͷی یا رأس ͷمسیر،ی ͷی میانͬ نقطه

بیان را الͽوریتم این نیاز مورد تعاریف و نͺات برخͬ الͽوریتم، گام�های ارائه از قبل باشد.

مͬ�کنیم.

داریم: را زیر حالت دو v ∈ V دلخواه رأس و T = (V,E)درخت ازاء به .۵ نͺته

است. v رأس شامل (k, l)− core (١)

قرار T از v حذف اثر در بدست�آمده درخت�های زیر از ͬͺی در کاملا́ (k, l) − core (٢)

ͷیͺتف درخت زیر چند یا دو به T درخت آن، به وابسته یال�های و v رأس حذف با دارد.

مͬ�شود.

رئوس تعداد ماکزیمم که است رأسͬ ،T وزن�دار درخت مرکزی١ رأس .١٧.۴ تعریف

.[١] است مͬ�نیمم آن حذف اثر در آمده بدست زیردرخت�های

.٢۶ مثال

طول u ∈ T v\{v} و u ̸= v رأس ازاء به بͽیرید. نظر در را T v درخت .١٨.۴ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت را Pv,u مسیر

L(Pv,u) = L(Pv,f(u)) + a(f(u), u);L(Pv,v) = ٠ (۵.۴)

v فرزندان تمام مجموعه B کنید ،فرض v دلخواه رأس و P مسیر ازاء به .١٩.۴ تعریف

�دار ریشه درخت زیر را T v
b̄
و b ∈ B در شده دار ریشه درخت زیر T v

b این�صورت در باشد.

دارد. قرار P مسیر روی که مͬ�نامیم b̄ ∈ B در شده
١Center V ertex
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وزن�دار درخت�های در کردن هرس عملیات ۴.٢.۴

تعریف زیر بصورت است، مرحله ٢ شامل را که کردن هرس عملیات T v درخت ازاء به

مͬ�کنیم:

از را P مسیر L(P ) ≤ min[l − L(P ), L(P )] اگر P ∈ T v
b ; b ̸= b̄ مسیر ازاء به : ١ گام

کنید. حذف درخت

x ∈ P, x ̸= v که Pxw مانند مسیرهایͬ P ∈ T v
b̄
; b = b̄ که P = Pvu مسیر ازاء به : ٢ گام

درخت از را Pxw مسیر L(Pxw) > min[L(P )−L(Pvx); l−L(Pxu)] اگر w ∈ T v
b̄
\P و

کنید. حذف

بود: خواهد زیر بصورت رأس�ها جدید وزن T̂v جدید درخت در

w
′
(u) =


w(u) نیست T̂ v از برگ ͷی u اگر

sumv(u) است T̂ v از برگ ͷی u اگر
(۶.۴)

طولانͬ�ترین P = Pvu مسیر و مͬ�باشد l حدأکثر مسیر طولانͬ�ترین طول جدید درخت در

از شده شروع مسیرهای تمام شده ذخیره فاصله T̂ v درخت در است. برگ ͷی تا v از مسیر

مسیری باشد، ٢ حدأقل v رأس درجه اگر اکنون مͬ�کنیم. محاسبه را u ̸= v رأس ͷی تا v

P مسیر به را مسیر این و داده Pنشان ′ با را T̂ v
b ; b ̸= b̄ در شده ذخیره فاصله بیشترین با

P ′′ = P ∪ P
′ مسیر طول نتیجه در مͬ�دهیم. نشان P ′′ با را جدید مسیر و مͬ�کنیم اضافه

است. l حدأکثر

(k, l)− core الͽوریتم
T وزن�دار درخت ورودی:

DISTSUM(S∗) = d∗ با S∗ مانند (k, l)− coreͷخروجͬ:ی

دهید. انجام را SUBTREE(T عملیات( و S∗ = ϕ و d∗ = ∞ دهید قرار : ١ گام
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:SUBTREE(T
′
عملیات( : ٢ گام

است. d∗ آن DISTSUM مقدار که T
′
= (V

′
, E

′
) وزن�دار درخت ورودی:

کنید. S∗ جایͽزین را T ′ زیردرخت آن�گاه DISTSUM(T
′
) ≤ d∗ اگر خروجͬ:

DISTSUM مقدار Sو ′
= T

′ دهید قرار یͷرأساستآن�گاه شامل تنها T ′ اگر (١) مرحله

باشد. d(S ′
) آن

دهید: قرار و کنید پیدا را T ′ از v مرکزی رأس این�صورت غیر در

S
′
:= BEST − TREE(T

′
, v)

S∗ := S
′ و d∗ := d(S

′
) دهید قرار آن�گاه d(S ′

) < d∗ اگر (٢) مرحله

SUBTREE(T i)عملیات T ′ از vحذف اثر در بدستآمده T iدرخت زیر برایهر (٣) مرحله

دهید. انجام را

:BEST − TREE(T
′
, v)عملیات : ٣ گام

شده ریشه�دار v مرکزی رأس در که رأس n′ با T ′
= (V

′
, E

′
) درخت زیر ͷی ورودی:

است.

مقدار که l حدأکثر قطر و برگ k حدأکثر با v رأس شامل S
′ درخت زیر بهترین خروجͬ:

مͬ�باشد. d(S ′
) آن DISTSUM

کنید. پیدا را l حدأکثر طول با و v از شروع با P مانند مسیرهایͬ (١) مرحله

دهید: انجام را زیر اقدامات P مسیر هر برای (٢) مرحله

آورید. بدست T̂را ′v درخت و داده انجام را T ′v زدن شاخه عملیات (a)
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را u ̸= v رأس ͷی تا v از شده شروع مسیرهای تمام شده ذخیره فاصله T̂ ′v درخت در (b)

آورید. بدست

P
′′
= P ∪ P

′ دهید: قرار و کنید پیدا را P ′ مسیر آن�گاه deg(v) ≥ ٢ اگر (b)

کنید. پیدا را LS مجموعه P مسیر′′ به توجه با P ′′
= P دهید قرار این�صورت غیر در (c)

ماکزیمم با LS مجموعه از عضو k − ٢ دارد، برگ k از بیشتر T̂ ′v درخت اگر (٣) مرحله

آمده بدست k− treecore(c) کنید. انتخاب P ′′ به کردن اضافه برای را شده ذخیره فاصله

فرض DISTSUMآن.و عنوان به dc مقدار با LS مجموعه از عضو k−٢ و Pc اجتماع از

است. d(S ′
) آن DISTSUM مقدار که باشد v شامل درخت زیر بهترین S ′ کنید

در عناصر تمام آن�گاه است k مساوی یا کمتر T̂
′v درخت برگ�های تعداد اگر (۴) مرحله

d(S
′
) آن DISTSUM مقدار که S

′
= T̂

′v دهید قرار و کنید انتخاب را LS مجموعه

است.

وزن�دار درخت ͷی در (۴,۵)− core یافتن مثال :٨.۴ شͺل

جدول در رئوس وزن کنید. پیدا را (۴,۵) − core هسته ٨.۴ شͺل درخت در .٢٧ مثال

است. شده داده ١٣.۴
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v١٠ رأس در شده ریشه�دار درخت :٩.۴ شͺل

٢٧ مثال درخت رئوس وزن :١٣.۴ جدول

vi v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠
W (vi) ٢ ١ ١ ٢ ١ ٣ ١ ٢ ١ ٣

مͬ�دهیم. انجام را SUBTREE(T عملیات( و d∗ = ∞ مͬ�دهیم قرار ابتدا

v١٠ رأس که کرده پیدا را درخت مرکزی رأس باید ابتدا SUBTREE(T عملیات( طͬ در

عملیات این طͬ در مͬ�دهیم. انجام را BEST − TREE(T, v١٠) عملیات سپس است.

با مسیرهایͬ سپس مͬ�کنیم. ریشه�دار ٩.۴ درخت بصورت v١٠ رأس در را T درخت ابتدا

از: عبارتند مسیرها این مͬ�کنیم، پیدا را v١٠ از شروع و ۵ حدأکثر طول

P۴ = و(١٠,٩) P٣ = (١٠,۴,۵,۶) و P٢ = (١٠,۴,۵) و P١ = (١٠,۴)

P٨ = (١٠,٣,٢,١) و P٧ = (١٠,٣,٢) و P۶ = (١٠,٣,٨) و P۵ = (١٠,٣)

مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن شاخه عملیات P١ = (١٠,۴) مسیر برای گام١:

این مͬ�کنیم. پیدا را u ̸= ١٠ رأس ͷی تا v از شروع مسیرهای شده ذخیره فاصله سپس
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S
′
١ :١٠.۴ شͺل

است. شده داده نشان زیر ١۴.۴ جدول در مقادیر

درخت رئوس برای sav(١٠, P١٠,i) مقادیر :١۴.۴ جدول

vi v٢ v٣ v٨ v٩
sav(١٠, P١٠,i) ٣۴ ٢۶ ٢۶ ٣

نتیجه در و کرده پیدا را LS مجموعه و P ′′
= (٢,٣,١٠,۴) و P ′

= (١٠,٣,٢) نتیجه در

مͬ�آید. بدست ١٠.۴ درخت بصورت d(S ′

١) = ٢١ با S ′

١ درخت

S
′
٢ :١١.۴ شͺل

مͬ�دهیم. انجام را T درخت روی زدن شاخه عملیات P٢ = (١٠,۴,۵) مسیر برای گام٢:

مͬ�کنیم پیدا را u ̸= ١٠ رأس ͷی تا v١٠ از شروع مسیرهای شده ذخیره فاصله

را LS مجموعه و P
′′
= (٣,١٠,۴) و P

′
= (١٠,٣) نتیجه در sav(١٠, P١٠,٣) = ٢۶

مͬ�آید. بدست ١١.۴ بصورت d(S ′
٢) = ٢۴ با S ′

٢ درخت نتیجه در و کرده پیدا
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S
′
٣ :١٢.۴ شͺل

مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن عملیاتشاخه P٣ = (١٠,۴,۵,۶) مسیر برای گام٣:

مͬ�آید. بدست ١٢.۴ درخت بصورت d(S ′

٣) = ٣٢ با S ′

٣ درخت نتیجه در

S
′

۴ :١٣.۴ شͺل

در مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن شاخه عملیات P۴ = (١٠,٩) مسیر برای گام۴:

مͬ�آید. بدست ١٣.۴ درخت بصورت d(S ′

۴) = ٣٣ با S ′

۴ درخت نتیجه
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S
′

۵ :١۴.۴ شͺل

در مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن شاخه عملیات P۵ = (١٠,٣) مسیر برای گام۵:

مͬ�آید. بدست ١۴.۴ درخت بصورت d(S ′

۵) = ٢١ با S ′

۵ درخت نتیجه

S
′

۶ :١۵.۴ شͺل

مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن شاخه عملیات P۶ = (١٠,٣,٨) مسیر گام۶:برای

مͬ�آید. بدست ١۵.۴ درخت بصورت d(S ′

۶) = ٢۴ با S ′

۶ درخت نتیجه در
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S
′
٧ :١۶.۴ شͺل

مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن شاخه عملیات P٧ = (١٠,٣,٢) مسیر گام٧:برای

مͬ�آید. بدست ١۶.۴ درخت بصورت d(S ′
٧) = ٢۴ با S ′

٧ درخت نتیجه در

S
′
٨ :١٧.۴ شͺل

مͬ�دهیم. انجام T درخت روی را زدن عملیاتشاخه P٨ = (١٠,۴,۵,۶) مسیر گام٨:برای

مͬ�آید. بدست ١٧.۴ درخت بصورت d(S ′
٨) = ٢٠ با S ′

٨ درخت نتیجه در

تابع مقدار با S∗ = S
′
٨ از است عبارت درختͬ هسته ٨ تا ١ گام�های بررسͬ با نتیجه در •

. d∗ = ٢٠ هدف
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پیشنهادات و نتیجه�گیری

را متفاوت وزن�های و یال�ها طول با درخت�هایͬ در مͺان�یابͬ مسئله نوع ۵ پایان�نامه این در

مسیر میانه، مسیر مسائل لازم، تعاریف و مقدمات بیان از بعد دوم فصل در کردیم. بررسͬ

مسیر دادیم. ارائه الͽوریتم�هایͬ کدام هر برای و کردیم بیان را مرکزی میانه مسیر و مرکزی

مینیمم آن تا رئوسشبͺه وزنͬ فاصله مجموع که مسیری کردن پیدا از است عبارت که میانه

و حمل شبͺه�های و شهری قطار حرکت مسر بهینه مͺان کردن پیدا در باشد ممͺن مقدار

مسیری کردن پیدا از است عبارت که مرکزی مسیر مسئله آن از بعد دارد. کاربرد بسیار نقل

استفاده با و کردیم معرفͬ را باشد ممͺن مقدار کمترین آن تا مشتری�ها فاصله بیشترین که

میانه مسیر مسئله، دو این ترکیب با سپس کردیم. پیدا را آن بهینه جواب مینیͺا الͽوریتم از

ماکزیمم مینیمم و فاصله مجموع مینیمم معیار دو مسئله این در کردیم. معرفͬ را مرکزی

مسیر و هوایͬ راه�های مسیر محل تعیین در مسئله این کاربرد کردیم. بررسͬ در را فاصله

است. فاضلاب و آب لوله�های حرکت

عبارت استو هسته مسئله از تعمیمͬ واقع در برگکه k با درختͬ هسته مسئله سوم فصل در

رئوسدرخت وزنͬ فاصله مجموع که برگبه�گونه�ای k دقیقاً با درختͬ زیر کردن پیدا از است

برای الͽوریتم�هایͬ نیز مسئله این برای و کردیم بررسͬ را است ممͺن مقدار مینیمم آن تا

پیدا را بهینه جواب آن�ها از استفاده با و دادیم ارائه است متغیر یا ثابت k که حالت�های

کردیم.

است درختͬ هسته مسئله همان که را l مقید طول و برگ k با درختͬ هسته چهارم فصل در

نشان مثال ͷی با و کردیم معرفͬ را است مقید درخت قطر مسئله این در که تفاوت این با
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درختͬ هسته مسئله ندارد. کاربرد مسئله این برای برگ k با درختͬ هسته الͽوریتم که دادیم

است. کاربرد پر بسیار اینترنتͬ شبͺه�های مانند بالا سرعت با ارتباطͬ شبͺه�های در

وزن و یال�ها طول که است حالتͬ داد انجام خصوص این در مͬ�توان که بعدی اقدامات از

در هسته ͷی کردن پیدا به�جای مͬ�توان همچنین باشند. فازی یا احتمالͬ متغیرهای رئوس،

وزن که حالتͬ برای را فوق مسائل مͬ�توانیم همچنین کرد. پیدا را متفاوت هسته دو درخت

ͬͺمهل نقاط نظر مورد نقاط حالت این در که کنیم بررسͬ نیز هستند منفͬ مقادیر رئوس

گاز. و نفت پالایشͽاه�های و هسته�ای نیروگاه�های مانند هستند
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انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

Location . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺان�یابͬ

Gragh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبͺه

V ertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس

Edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال

Weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن

Lenght . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طول.

Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر

Distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله

Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور

Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند

Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت

Leaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ

Branch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخه

Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه

Adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسایه

Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر

Path Center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی مسیر

Absolut Center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلق مرکز

Path Median . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانͬ مسیر

Minisum Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع مͬ�نیمم مسأله



Critical V ertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بحرانͬ رأس

Minimax Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حداکثر حداقل̞ مسأله

Median . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانه

Path Medi Center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی میانه مسیر

Roote . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه

Rooted Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده ریشه�دار درخت

Child . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرزند

Parent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . والد

Tree Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درختͬ برش

Update . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن بهنͽام

End Point List . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی نقطه لیست

Adjacent Point List . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور رئوس لیست

In−Neighbor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلͬ همسایه

Outset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیرونͬ مجموعه

In−Branch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلͬ شاخه

Forward Pass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشرو. پیمایش

Backward Pass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسرو پیمایش

Tree− Core . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درختͬ هسته

Locally Rooted Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده ریشه�دار موضعاً هسته

Prune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن هرس



پیوست
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