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سبزواری حکیم دانشگاه آموختگان دانش نامه سوگند

نگذرد بر اندیشه برتر کزین خرد و جان خداوند نام به

معنوی و مادی سرمایه های و استادان دانش از گیری بهره و خویش کوشش پاک، آفریدگار خواست به که اینک
کارگیری به در که می کنم یاد سوگند بزرگ خداوند پیشگاه در گردآورده ام، خرد و دانش از توشه ای بوم، و مرز این
حاضران دیگر و دانشجویان شاهدان، شما بزرگ، خداوند بردارم. گام ودرست راست راه بر همواره خویش، دانش
هیچ از و گیرم بهره دانش مرزهای گسترش برای خود توان و دانش ازهمه که گیرم می گواه امین داورانی عنوان به را
در را انسانی کرامت همواره که می بندم پیمان نورزم. دریغ زیستن، برای بهتر جایی به جهان تبدیل برای کوششی
به در که خورم می سوگند دهم. یاری امکان حد سر تا مکان و زمان هر در را خود همنوعان و باشم داشته نظر
ادیان از برخاسته اخلاقی اصول و شرافت پرهیزگاری، آیین انسانی، رسم و راه با که کاری به خویش دانش کارگیری
و انسانی شمول جهان اصول سایه در همچنین نیازم. دست دارد مباینت اسلام، مبین دین ویژه به الهی، بزرگ
خداوند و نکنم فروگذاری میهنانم هم و میهن سرافرازی و آبادانی برای کوششی هیچ از می بندم پیمان اسلامی،
ابد تا پیمان این بر سرافراز، ملت و خویش بیدار وجدان برابر در و او پیشگاه در همواره تا طلبم یاری به را بزرگ

بمانم. استوار

فیاض طیبه خانوادگی: نام و نام
امضا: و تاریخ



نتایج اصالت و صحت تأییدیه ی

تعالی باسمه

تحصیلی مقطع کاربردی ریاضی رشته دانشجوی ۹۲۱۳۱۳۳۰۱۹ دانشجویی شماره به فیاض طیبه اینجانب
دخل هرگونه بدون و اینجانب کار حاصل پایان نامه این نتایج کلیه ی که می نمایم تأیید ارشد کارشناسی
کرده ام. ذکر منبع مشخصات کامل ذکر با را دیگران آثار از شده برداری نسخه موارد و است تصرف و
قانون ) حاکم مقررات و ضوابط با مطابق دانشگاه تشخیص به فوق، مندرجات خلاف اثبات درصورت
مقررات و ضوابط صوتی، آثار و نشریات و کتب تکثیر و ترجمه قانون و مصنفان و مؤلفان حقوق از حمایت
احقاق درخصوص اعتراض هرگونه حق و شد خواهد رفتار اینجانب با ( ... انضباطی و پژوهشی آموزشی،
مسؤولیت ضمن، در می نمایم. سلب خویش از را مجازات و تخلف تعیین و تشخیص و مکتسب حقوق
به قضایی) و اداری از (اعم صلاح ذی مراجع و حقوقی و حقیقی از اعم اشخاص به پاسخگویی هرگونه

داشت. نخواهد خصوص این در مسؤولیتی گونه هیچ دانشگاه و بود خواهد اینجانب ی عهده

فیاض طیبه خانوادگی: نام و نام
امضا: و تاریخ



پایان نامه از برداری بهره مجوز

راهنما استاد توسط که محدودیتی به توجه با و کتابخانه مقررات چهارچوب در پایان نامه این از برداری بهره
است: بلامانع می شود، تعیین زیر شرح به

است. بلامانع همگان برای پایان نامه این از برداری بهره □
است. بلامانع راهنما، استاد از مجوز اخذ با پایان نامه این از برداری بهره □

است. ممنوع .................................... تاریخ تا پایان نامه این از برداری بهره □

طوسی امین محمود دکتر راهنما: استاد
امضا: و تاریخ



به: تقدیم

مادرم و پدر

آراست. عقل زیور را آدمی خود، کران بی لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
امین طوسی، محمود دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از دانم می خود وظیفه آغاز در

رسید. نمی انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده های راهنمایی بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره و مطالعه زحمت که علیزاده یاسر دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله،
زمینه در ایشان توسط شده گردآوری مطالب از استفاده خاطر به یزدی صدوقی هادی دکتر آقای جناب از نیز و

سپاسگزارم. اینجانب علمی پیشرفت به کمک و طبفی خوشه بندی
باشم. داشته را قدردانی کمال کاربران مشکلات به پاسخگویی در پارسی لاتک گروه از دانم می لازم همچنین

می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر زنم می بوسه پایان، در
که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از می کنم تشکر و را شان مقدس وجود

بودند. من پشتیبان بهترین

فیاض طیبه
شهریورماه۱۳۹۴



مطالب فهرست

ب تصاویر فهرست

ج جداول فهرست

د یتم ها الگور فهرست

۱ چکیده

۲ پیش گفتار

۳ پیش نیازها و مقدمات :۱ فصل
۵ خوشه بندی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مسأله از تاریخچه ای ۱ - ۱
۵ خوشه بندی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  کاربرد ۱ - ۱ - ۱
۶ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۲ - ۱
۸ ماتریس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۳ - ۱

۱۳ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  لاپلاسین ماتریس  ۴ - ۱
۱۶ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  افراز ۵ - ۱
۱۸ کرنل .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  تابع و ماتریس ۶ - ۱

۲۰ طیفی خوشه بندی :۲ فصل
۲۰ شباهت .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  گراف ۱ - ۲
۲۱ شباهت .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  گراف های انواع ۱ - ۱ - ۲
۲۳ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش و افراز بندی روشهای ۲ - ۲
۲۴ کمینه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش مسأله ۱ - ۲ - ۲
۲۶ برش .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نسبت مسأله ۲ - ۲ - ۲

آ



۲۶ نرمال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش مسأله ۳ - ۲ - ۲
۲۷ وابستگی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نسبت مسأله ۴ - ۲ - ۲
۲۸  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . Min−Max برش مسأله ۵ - ۲ - ۲
۲۸ وزن دار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش نسبت و وابستگی نسبت ۶ - ۲ - ۲
۲۹ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش مسئله تقریب ۳ - ۲
۲۹ نرمال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش مسئله تقریب ۱ - ۳ - ۲
۴۴ ویژه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بردار چند با همزمان تایی k برش ۴ - ۲
۴۴ طیفی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بندی خوشه های الگوریتم ۵ - ۲
۴۷ نرمال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش الگوریتم ۱ - ۵ - ۲
۴۷ کرنلی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  خوشه بندی ۶ - ۲

۴۹ گراف برش و طیفی ،خوشه بندی کرنلی K-means به متحد نگاه :۳ فصل
۴۹ مقدمه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۱ - ۳
۵۱  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . K-means الگوریتم ۱ - ۱ - ۳
۵۲ کرنلی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  K-means ۲ - ۳
۵۳ وزندار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  کرنلی K-means ۳ - ۳
۵۴ وزن دار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  کرنلی K-means با طیفی هدفهای تابع هم ارزی ۴ - ۳
۵۴ اثر .  .  .  .  .  .  .  .  .  ماکزیمم سازی مسأله بصورت وزن دار کرنلی K-means ۱ - ۴ - ۳
۵۷ وزن دار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  کرنلی K-means با گراف افراز های هدف تابع ارزی هم ۵ - ۳
۵۷ وابستگی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نسبت ۱ - ۵ - ۳
۵۹ برش .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نسبت ۲ - ۵ - ۳
۶۰ نرمال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش ۳ - ۵ - ۳
۶۱ وزن دار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  وابستگی نسبت ۴ - ۵ - ۳
۶۲ وزن دار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش نسبت ۵ - ۵ - ۳

۶۴ پژوهش دست آوردهای :۴ فصل
۶۵ نایستروم .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  روش ۱ - ۴
۶۶ پیشنهادی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  روش ۲ - ۴

۶۹ منابع فهرست



۷۲ شده نوشته های برنامه آ : پیوست

۷۷ انگلیسی به فارسی واژه نامه

۷۸ فارسی به انگلیسی واژه نامه



تصاویر فهرست

۷  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . S̄ = {v۳, v۵, v۶} و S = {v۱, v۲, v۴} با برش v۱v۶ یک ۱ - ۱
۱۶ رأس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۵ با گراف ۲ - ۱
۱۷ شده .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  افراز گراف یک ۳ - ۱

۲۲  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . σ مختلف مقادیر ازای به گوسی شباهت تابع تغییرات ۱ - ۲
۲۳ شباهت .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  تابع در محلی σ و ثابت σ اثر نمایش ۲ - ۲
۲۴ نود .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۶ با گراف ۳ - ۲
۲۵ کمینه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برش توسط بد افراز یک ۴ - ۲
۴۲ بال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بیس بازی از خاکستری سطح تصویر یک ۵ - ۲
۴۳ لاپلاسین .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ماتریس ویژه بردار کوچکترین نهمین تا دومین از استفاده ۶ - ۲

۵۰ جداپذیرخطی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  داده نمونه یک ۱ - ۳
۵۰ جداناپذیرخطی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  داده نمونه یک ۲ - ۳

۶۷ آن .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  شده بندی قطعه خروجی و آی آر ام تصویر نمونه یک ۱ - ۴
۶۸ آن .  .  .  .  .  .  .  شده قطعه بندی خروجی و آی آر ام تصاویر مجموعه از دیگر تصویر یک ۲ - ۴

د



جداول فهرست

۱۹ کرنل .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  توابع از مثال هایی ۱ - ۱

ه



یتم ها الگور فهرست

۳۷ بندی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  گروه الگوریتم ۱ - ۲
۴۴ بازگشتی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  دوتایی Ncut الگوریتم ۲ - ۲
۴۶ طیفی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  دو بخشی ۳ - ۲
۴۶ بازگشتی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  طیفی بخشی دو ۴ - ۲
۴۷ شده .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  اصلاح طیفی دوبخشی ۵ - ۲
۴۸ تعمیم یافته .  .  .  .  .  .  .  .  ویژه دستگاه ویژه بردارهای از استفاده با نرمال برش الگوریتم ۶ - ۲
۴۸ استاندارد .  .  .  .  .  .  .  .  .  ویژه دستگاه ویژه بردارهای از استفاده با نرمال برش الگوریتم ۷ - ۲
۵۲  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . [۱] K-meansالگوریتم ۱ - ۳
۵۵ وزندار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  kmeans کرنل الگوریتم ۲ - ۳

و



تکمیلی تحصیلات ی دوره ی پایان نامه ی چکیده فرم
تکمیلی تحصیلات مدیریت

دانشجویی:۹۲۱۳۱۳۳۰۱۹ ش. نام:طیبه دانشجو:فیاض خانوادگی نام
طوسی امین محمود دکتر راهنما: استاد

علیزاده یاسر دکتر مشاور: استاد
عملیات در گرایش:تحقیق کاربردی ریاضی رشته: کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

۷۹ صفحات: تعداد دفاع:شهریورماه۱۳۹۴ تاریخ ارشد کارشناسی مقطع:
تصویر بندی قطعه برای طیفی خوشه بندی پایان نامه: عنوان

ژنتیک الگوریتم نرمال، گراف،برش افراز تصویر، قطعه بندی واژه ها:خوشه بندی، کلید

قطعه بندی آن، کاربردهای از یکی که است مصنوعی هوش حوزه مسائل مهم ترین از یکی خوشه بندی چکیده:
چند یا دو به تصویر پیکسل های جداسازی تصویر، قطعه بندی در هدف است. تصویر پردازش مبحث در تصویر
آن به پایان نامه این در که آی، آر ام تصاویر در آن غیر از چربی بافت جداسازی مثال به عنوان می باشد مرتبط گروه
است تصویر قطعه بندی روش های از یکی گراف مسئله یک به تصویر پردازش مسئله تبدیل است. شده پرداخته
افراز هدف گراف، خوشه بندی در کرد. استفاده می توان گراف خوشه بندی مختلف روشهای از آن انجام برای که

گردد. بیشینه خوشه ای بین فاصله و کمینه خوشه هر رئوس فاصله که است نحوی به گراف رئوس بهینه
خوشه بندی روشهای به پایان نامه این در می گیرد. و گرفته قرار استفاده مورد گراف خوشه بندی در مختلفی روشهای
داده نشان دیگر معمول خوشه بندی روش یک با آن مختلف نسخه های هدف تابع هم ارزی و شده پرداخته طیفی

است. شده
برای راهکاری و شده استفاده نرمال» «برش به موسوم طیفی خوشه بندی روش از آی آر ام تصاویر قطعه بندی برای

است. شده داده نشان آن کارایی و شده ارائه ژنتیک الگوریتم از استفاده با آن پارامتر یک تعیین

۱



پیش گفتار

خلاصه سازی دیگر بیانی به یا مفهوم استخراج برای که است بشر ذهنی فعالیت های ابتدایی ترین از یکی بندی خوشه
گرفت نظر در نظارت بدون یادگیری در روش مهم ترین عنوان به می توان را خوشه بندی می شود. استفاده اطلاعات
هدف خوشه بندی در دارد. فراوان کاربرد تصویر تقطیع ماشینی، بینایی ، ناظر بدون الگوی تشخیص در که
داده ها بین تفاوت و حداکثر خوشه هر داده های بین شباهت که است نحوی به خوشه ها به داده ها کردن تقسیم
با که است مهمی مرحله آنها خوشه بندی همان یا ۱ آی آر ام تصاویر تقطیع باشد. حداقل متفاوت خوشه های در
پیکسل های جداسازی تصویر، قطعه بندی در هدف است. انجام قابل خوشه بندی علم و ماشین بینایی از استفاه

می باشد. مرتبط گروه چند یا دو به تصویر

مسئله می توان آن از استفاده با که است طیفی خوشه بندی خوشه بندی، در زیرفضا یادگیری ازروشهای یکی
به طیفی خوشه بندی مختلف روشهای از استفاده با سپس و کرد تبدیل گراف مسئله یک به را تصویر پردازش
رئوس فاصله که است نحوی به گراف رئوس بهینه افراز هدف طیفی، خوشه بندی در پرداخت. تصویر قطعه بندی

گردد. بیشینه خوشه ای بین فاصله و کمینه خوشه هر

: است فصل ۴ شامل پایان نامه این
شد. خواهند بیان موردنیاز مفاهیم و تعاریف اول فصل در

شد. خواهد پرداخته طیفی خوشه بندی الگوریتم های و روشها بیان به دوم فصل در
خوشه بندی هدف تابع با طیفی خوشه بندی مختلف نسخه های هدف تابع هم ارزی دادن نشان به سه فصل

است. یافته اختصاص کرنلی kmeans

نرمال» «برش به موسوم طیفی خوشه بندی روش از استفاده با آی آر ام تصاویر قطعه بندی به چهار فصل در
داده نشان آن کارایی و ارائه ژنتیک الگوریتم از استفاده با آن پارامتر یک تعیین برای راهکاری و شد خواهد پرداخته

شد. خواهد
۱Magnetic Resonance imaging (MRI)

۲



۱ فصل

پیش نیازها و مقدمات

یافتن برای پیش پردازش، مرحله به عنوان و است ماشین یادگیری مسائل اساسی ترین از یکی زیرفضا یادگیری
تکراری و ۱ نامربوط اطلاعات حذف فرآیند این هدف می رود. به کار داده مجموعه برای کوچکتر ابعاد با بازنمایی
اساسی ترین از یکی می باشد. مفید اطلاعات با مجموعه هایی بازنمایی و تولید و اولیه خام داده مجموعه از ۲

می دهد سوق خوشه تعریف به را ما خوشه بندی تعریف است. داده ها خوشه بندی تکنیک، این خواستگاه های
باشیم. داشته خوشه از درستی درک ابتدا باید یعنی

دهیم: انجام را خوشه بندی آنها روی داریم قصد که باشد داده ها از مجموعه  ای X کنید فرض

X = {x۱, x۲, ..., xn}

است: دارا را زیر شرط سه که است c۱, c۲, ..., cm مجموعه m به X افزار ، X از تایی m خوشه بندی یک

ci ̸= ∅ i = ۱, ۲, ...,m .۱
∪m

i=۱ ci = X .۲

ci ∩ cj = ∅ , i ̸= j , i, j = ۱, ۲, ...,m .۳

ویژگی بردار هر و متفاوتند دیگر خوشه های از و شبیه اند دیگر به هم هستند cj خوشه در که بردارهایی علاوه به
باشند. داشته شباهت هم به که می شود گفته داده ها از مجموعه ای به خوشه بنابراین دارد. تعلق خوشه یک به تنها
هدف خوشه بندی در گرفت. نظر در نظارت بدون یادگیری در روش مهم ترین عنوان به می توان را خوشه بندی
در داده ها بین تفاوت و حداکثر خوشه هر داده های بین شباهت که است نحوی به خوشه ها به داده ها کردن تقسیم

۱Irrelevant ۲Redundant

۳



مدنظر خوب خوشه بندی یک انجام در معیار یک به عنوان هدف، این درواقع باشد. حداقل متفاوت خوشه های
باشند. خوشه ها دیگر از متفاوت و یکدیگر، با مشابه هستند خوشه یک در که نقاطی یعنی است،

: است زیر شرح به دهد انجام باید خوشه بندی توسعه منظور به متخصص یک که اساسی های گام

دهند، به دست الگو از درستی توصیف تا شوند انتخاب صحیح به  طور باید ویژگی ها : ۱ ویژگی انتخاب .۱
که ویژگی هایی میان از را زائد اطلاعات و آوریم به دست فعالیت آن درخصوص بیشتری اطلاعات یعنی

کنیم. حذف ماست، اصلی هدف

نشان را ویژگی بردار دو بودن مشابه غیر یا مشابه که است کمیتی اندازه این الگوها: بین ۲ نزدیکی میزان .۲
دهد. می

از و است خوشه ها بودن ۴ معقول میزان تعبیری به هزینه تابع یا خوشه بندی محک : ۳ خوشه بندی محک .۳
به اشاره می گیرند. قرار معقول خوشه های در داده ها داده ها، روی آن کردن بهینه با که است تابعی نگاه یک
قرار معقول خوشه هایی در است ممکن محک یک طبق ویژگی d با هایی نمونه است، ضروری نکته این
می خوشه بندی محک نباشد. معقول چنان آن دیگر محک یا معیار یک با دیگر نگاه از که درحالی بگیرند

گردد. بیان دیگر قواعد برخی یا هدف تابع به وسیله تواند

دارد. بستگی می کنیم، انتخاب که محکی و نزدیکی اندازه به خوشه بندی الگوریتم خوشه بندی: الگوریتم .۴
ارائه می باشد، روش هزینه تابع بر مبتنی و شود داده ها خوشه بندی به موفق که الگوریتم یک گام دراین

می گردد.

بررسی است، آمده به دست خوشه بندی الگوریتم یک از که نتایجی درستی و صحت باید : ۵ نتایج اعتبار .۵
خوشه بندی روش در می دهد نشان که دارد وجود خوشه بندی عملکرد بررسی برای معیارهایی به عبارتی شود.
یکنواختی الگوریتم، اجرای از پس است ممکن مثلا است. شده توجه خوشه بندی جنبه چند به نظر مورد

باشد. نگرفته قرار توجه مورد خوشه ها بودن نامتجانس اما رفته به کار معیار عنوان به خوشه

منظور به تجربی شواهد دیگر با را خوشه بندی نتایج باید متخصص موارد، اکثر در : ۶ نتایج تفسیر .۶
کند. تحلیل و مقایسه درست، نتایج به دست آوردن

۱Feature selection ۲Proximity measure ۳Clustering criterion ۴sensible ۵Validation

of the results ۶Interpretation of the results

۴



خوشه بندی مسأله از یخچه ای تار ۱ - ۱

خلاصه سازی دیگر بیانی به یا مفهوم استخراج برای که است بشر ذهنی فعالیت های ابتدایی ترین از یکی ۱ خوشه بندی
و جغرافیا جانورشناسی، و شناسی زیست علوم مانند مختلفی علوم در مفهوم این می شود. استفاده اطلاعات
مهندسی سیستم های تجارت، شناسی، آسیب و روانپزشکی علوم شناسی، باستان و شناسی جامعه شناسی، زمین
متفاوتی نام های می شود، استفاده درآن که ای زمینه به توجه با خوشه بندی است. شده برده به کار تصویر پردازش و
گونه شناسی شناسی، زیست در جانوران رده بندی ، ۲ الگو تشخیص در ناظر بدون یادگیری مانند است کرده پیدا

گراف. نظریه در افراز و اجتماعی علوم در

خوشه بندی کاربرد ۱ - ۱ - ۱

اهداف از یکی . دارد. فراوان کاربرد ۳ تصویر تقطیع ماشین، بینایی ناظر، بدون الگوی تشخیص در خوشه بندی
عنوان تحت پزشکی علوم در الگو تشخیص مهم کاربردهای جمله از داده هاست. خوشه بندی الگو شناسایی
نیز و درد تشخیص برای پزشک به کمک حقیقت در ها، سیستم این هدف می باشد. ۴ ماشین کمک به تشخیص

است. پزشک با نهایی تشخیص هایی سیستم چنین در است ذکر به لازم است. درمان کیفیت بردن بالا
علم و ۵ ماشین بینایی از استفاه با که است مهمی مرحله آنها بندی خوشه همان یا آی آر ام تصاویر تقطیع
ام تصویر اخذ متصدی توسط یا که هستند زیادی نویز شامل پزشکی های عکس است. انجام قابل خوشه بندی
ایجاد حسگرها پایین کیفیت علت به تجهیزات، به وسیله ی آی آر ام اخذ هنگام در یا وسایل، خوردن تکان با آی آر
همچنین دهد. کاهش عکس این بر را نویز تاثیر تا می کند کمک پزشک به ناظر بدون تقطیع روش های می شوند.
برچسب زنی در سعی آی آر ام تقطیع در بعبارتی دارد. کاربرد هم تومور یا ضایعه ناحیه بررسی برای روش این

است. پزشک به کمک برای غیرنرمال و نرمال بافت های

از: عبارتند خوشه بندی روش های مهم ترین از دسته دو

طیفی خوشه بندی .۱

کرنلی خوشه بندی .۲

می شود. پرداخته کرنلی خوشه بندی با آن ارتباط و طیفی خوشه بندی با مرتبط جزئیات بیان به تحقیق این در
می دهیم. نشان j⃗ نماد با را [۱, ۱, ..., ۱]T بردار جا تمام تحقیق این در نمادگذاری:

۱clustering ۲Pattern recognition ۳Image segmentation ۴Computer aided diagnosis ۵Computer

vision

۵



گراف ۲ - ۱

است. شده استفاده [۲] مرجع از بخش این تعاریف برای

هر پس می شوند، ظاهر یک بار از بیش آن اعضای که است مجموعه ای ۱ چندگانه مجموعه .۱ - ۲ - ۱ یف تعر
دارد. ۲ تکرار نرخ یک چندگانه مجموعه یک در عضو

زیرمجموعه های از مجموعه ا ی E و متناهی مجموعه ای V آن در که G = (V,E) زوج .۲ - ۲ - ۱ یف تعر
گویند. G گراف را است V مجموعه ی دوعضوی

یال ها مجموعه ی را E مجموعه ی و گویند G گراف رئوس را آن اعضای و رئوس مجموعه ی را V مجموعه ی
گویند. G گراف یال های را آن اعضای و

زوج های از چندگانه Aمجموعه ای و است متناهی Vمجموعه ای آن در Gکه = (V,A)زوج .۳ - ۲ - ۱ یف تعر
گویند. G جهت دار گراف را است V مجموعه اعضای از مرتب

مجموعه ی مجموعه یAرا و Gگویند جهت دار گراف رئوس را آن اعضای و رئوس مجموعه ی Vرا مجموعه ی
گویند. G جهت دار گراف کمان های را آن اعضای و کمان ها

|V | = n داریم: یعنی می کنیم. استفاده گراف رئوس تعداد نمایش برای n نماد از

باشد. شده وصل v به یالی با که است رأسی G گراف در v رأس مجاور راس .۴ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده (تنها) منفرد رأس یک نکند، عبور یالی هیچ آن از که رأسی .۵ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده حلقه شود، متصل رأس همان به رأس یک از که یالی هر .۶ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده ساده گراف چندگانه، یال های بدون و حلقه بدون جهت، بدون گراف .۷ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده رأس آن درجه رأس، یک به متصل یال های تعداد .۸ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده مسیر نیست، مجاز تکراری رأس آن، در که رأس ها بین گردش یک .۹ - ۲ - ۱ یف تعر

باشد. متصل یالی آن، رئوس تمامی به رأس هر از اگر می شود نامیده کامل G گراف .۱۰ - ۲ - ۱ یف تعر

مجموعه از زیرمجموعه ای H رئوس مجموعه ی اگر گوییم G از زیرگراف یک را H گراف .۱۱ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. G از یالی H از uv یال هر همچنین و باشد G رئوس

۱multi-set ۲multiplicity

۶



S̄ = {v۳, v۵, v۶} و S = {v۱, v۲, v۴} با برش v۱v۶ یک :۱ - ۱ شکل

u بین جهت بدون مسیر یک v و u رأس جفت هر ازای به اگر گوییم ۱ همبند را گراف یک .۱۲ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. داشته وجود v و

G از همبندی گراف زیر و باشد همبند H هرگاه گوییم G از مؤلفه یک را G از H زیرگراف .۱۳ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. آن زیرگراف H که باشد نداشته وجود H از غیر به

برش یک را S̄ = V − S و S ناتهی زیرمجموعه دو به گراف یک رئوس مجموعه افراز .۱۴ - ۲ - ۱ یف تعر
می دهیم. نمایش [S, S̄] با را آن و گوییم

t ∈ S̄ و s ∈ S هرگاه گوییم برش ـ st یک را [S, S̄] برش گراف، از t و s رأس دو برای .۱۵ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد.

است. شده داده نشان برش مفهوم ۱ - ۱ شکل در

کمان های حذف از حاصل گراف اگر گوییم ساده برش یک را همبند گراف یک از برش یک .۱۶ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. داشته مؤلفه دو دقیقاً برش آن با متناظر

صفر آن اصلی قطر از خارج درایه های تمام که است مربعی ماتریس یک قطری ماتریس .۱۷ - ۲ - ۱ یف تعر
هستند.

ماتریسی Wn×n مجاورت ماتریس دهیم، نمایش v۱, v۲, ..., vn با را G گراف رئوس اگر .۱۸ - ۲ - ۱ یف تعر
می کند. متصل vj به را vi که یال هایی تعداد با است برابر آن ام ij درایه که می باشد

۱connected

۷



جهت بدون گراف های در است بدیهی

∀i, j :


Wij = ۱

یا

Wij = ۰

        
است. متقارن جهت، بدون گراف یک مجاورت ماتریس یعنی ،Wij = Wji و

حالت این در  مجاورت ماتریس اصلی قطر روی درایه های یعنی ،∀i : Wii = ۰ باشد حلقه بدون گراف اگر
می باشند. صفر همگی

یک و صفر درایه های با متقارن ماتریس یک ساده، گراف یك مجاورت ماتریس می شود دیده راحتی به لذا
است. صفر الزاماً آن اصلی قطر درایه های تمام که می باشد

قطر روی عناصر که است قطری ماتریسی ،D درجه ماتریس G جهت بدون گراف برای .۱۹ - ۲ - ۱ یف تعر
است. ام i رأس درجه dii عبارتی به یا است G گراف رأس هر به متصل یال های مجموع نشان دهنده آن اصلی

یس ماتر ۳ - ۱

اند. شده اقتباس [۳] مرجع از ۱۵ - ۳ - ۱ تعریف تا بخش این قضایای و تعاریف

: [۳] باشند برقرار زیر شرط سه اگر می شود نامیده ماتریسی نرم یک f : Rn −→ R .۱ - ۳ - ۱ یف تعر

f(A) ≥ ۰ ; ∀A ∈ Rm×n (f(A) = ۰ اگر تنها و اگر A = ۰) .۱

f(A+B) ≤ f(A) + f(B) ; ∀A,B ∈ Rm×n .۲

f(αA) = |α|f(A) ; ∀α ∈ R, A ∈ Rm×n .۳

دوم ریشه با است برابر می شود نامیده نیز اقلیدسی نرم که Am×n ماتریس یک فروبینیوس نرم .۲ - ۳ - ۱ یف تعر
: [۳] می شود نوشته زیر به صورت و A ماتریس درایه های تمام دوم توان مجموع

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i=۱

m∑
j=۱

|aij|۲ (۱ - ۱)

۸



بطوریکه باشد داشته وجود P پذیر وارون  ماتریس اگر گوییم قطری شدنی را A ماتریس .۳ - ۳ - ۱ یف تعر
. [۳] است قطری ماتریس یک B آن در که P−۱AP = B

.AAT = ATA اگر [۳] می شود نامیده نرمال A ∈ Mn ماتریس .۴ - ۳ - ۱ یف تعر

.B = BT اگر [۳] می شود نامیده متقارن B ∈ Mn ماتریس .۵ - ۳ - ۱ یف تعر

باشیم داشته x ∈ Rn بردار هر ازای به هرگاه می شود نامیده مثبت معین A ∈ Mn ماتریس .۶ - ۳ - ۱ یف تعر
: [۳]

xTAx > ۰

داشته x ∈ Rn بردار هر ازای به هرگاه می شود نامیده نیمه معین مثبت A ∈ Mn ماتریس .۷ - ۳ - ۱ یف تعر
: [۳] باشیم

xTAx ≥ ۰

از هریک و می شود نامیده A ماتریس کردن بلوکی Am×n ماتریس ستونهای و سطرها افراز .۸ - ۳ - ۱ یف تعر
.[۳] می شود نامیده A ماتریس برای ماتریس زیر یا بلاک یک شده ایجاد افرازهای

را S = {x۱, ...., xm} ⊆ V مجموعه [۳] باشد F میدان روی برداری فضای یک V اگر .۹ - ۳ - ۱ یف تعر
اگر می نامیم خطی مستقل

{∀λi ∈ F : λ۱x۱ + λ۲x۲ + ...+ λmxm = ۰ ∋ λ۱ = λ۲ = ... = λm = ۰}

اگر می نامیم خطی وابسته را S و

{∃ (λ۱, ..., λm) ̸= (۰, ..., ۰) ∋ λ۱x۱ + λ۲x۲ + ...+ λmxm = ۰}

λ ویژه مقدار با ویژه بردار یک v غیرصفر بردار بگیرید. نظر در را Mn×n دلخواه ماتریس .۱۰ - ۳ - ۱ یف تعر
n دارای M بعدی n × n ماتریس مجموع در باشد. برقرار Mv = λv رابطه اگر بود خواهد M ماتریس برای

.[۳] بود خواهد ویژه مقدار n و ویژه بردار

۱ جبری تکرر را ماتریس مشخصه معادله ریشه به عنوان ویژه مقدار یک تکرار دفعات تعداد .۱۱ - ۳ - ۱ یف تعر
.[۳] می نامیم ویژه مقدار آن

۱Algebraic multiplicity

۹



محاسبه زیر به صورت ماتریس اثر λ۱, λ۲, ..., λn ویژه مقادیر با Mn×n ماتریس برای .۱۲ - ۳ - ۱ یف تعر
:[۳] می شود

trace(M) = λ۱ + λ۲ + ...+ λn

( ۱ ریتز ریلی (قضیه .۱۳ - ۳ - ۱ قضیه
بردارهای کوچکترین از تا j−۱ بر که باشد صفر غیر بردار یک x و حقیقی متقارن ماتریس Aیک کنید فرض
،A ویژه بردار کوچکترین امین j از استفاده با xTAx

xT x
کسر اینصورت در است عمود v۱, ..., vj−۱ یعنی ،A ویژه

.[۳] است λj یعنی vj با متناظر ویژه مقدار با متناظر مینیمم این مقدار و می شود مینیمم vj یعنی

λ۱ ≤ λ۲ ≤ ... ≤ λn ویژه مقادیر با متناظر A ماتریس ویژه بردارهای {v۱, ..., vj−۱, ..., vn} اگر برهان.
رابطه  باشند،

Avi = λivi (۲ - ۱)

داریم: قضیه فرض طبق است. برقرار

x ⊥ vi (x.vi = ۰) ∀ i = ۱, ..., j − ۱

پایه یک تشکیل بنابراین می باشند خطی مستقل هستند، A ماتریس ویژه بردارهای {v۱, v۲, ..., vn} چون
c۱, ..., cn اسکالرهای درنتیجه نوشت، بردارها این خطی ترکیب به صورت می توان را x پس می دهند فضا برای

طوریکه موجودند

x =
n∑
i=۱

civi (۳ - ۱)

نوشت: می توان ۳ - ۱ و ۲ - ۱ روابط به توجه با لذا
۱Rayleigh Ritz

۱۰



xTAx = xTA(
n∑
i=۱

civi) = xT (
n∑
i=۱

ciAvi) = xT (
n∑
i=۱

ciλivi)

=
n∑
i=۱

ciλix
Tvi =

n∑
i=j

ciλix
Tvi

=
n∑

i=j

ciλiciv
T
i vi =

n∑
i=j

c۲
iλi ∥ vi ∥۲

داریم: ۳ - ۱ رابطه به بنا همچنین

xTx = (
n∑
i=۱

civ
T
i )(

n∑
i=۱

civi) =
n∑
i=۱

c۲
i v

T
i vi =

n∑
i=۱

c۲
i ∥ vi ∥۲

نوشت: می توان بنابراین

xTAx

xTx
=

∑n
i=j c

۲
iλi ∥ vi ∥۲∑n

i=۱ c
۲
i ∥ vi ∥۲

چون
λj ≤ λi ∀ i = j, ..., n

که: می گیریم نتیجه
(
∑n

i=j c
۲
i ∥ vi ∥۲)λj∑n

i=۱ c
۲
i ∥ vi ∥۲ ≤ xTAx

xTx

فرض با

x = vj =
n∑
i=۱

civi ∋ cj = ۱, ci = ۰ ∀ i ̸= j

داریم:
xTAx

xTx
=

c۲
j ∥ vj ∥۲ λj

c۲
j ∥ vj ∥۲ = λj

می شود. مینیمم x = vj در xTAx
xT x

کسر بنابراین

Gماتریس = XTX ماتریس ,x۱}باشد، ..., xm}ستونی بردارهای شامل Xماتریس اگر .۱۴ - ۳ - ۱ یف تعر
.Gij = xT

i xj ,x۱}یعنی ..., xm}بردارهای داخلی حاصلضرب با است برابر آن درایه های و می شود نامیده گرام

۱۱



است. مثبت نیمه معین و متقارن گرام ماتریس

(A,B) زوج تعمیم یافته ویژه مقدار یک را λ باشند. n×n ماتریس دو B و A کنید فرض .۱۵ - ۳ - ۱ یف تعر
(A,B) زوج تعمیم یافته ویژه بردار x بردار . Ax = λBx طوریکه به شود یافت x ̸= ۰ بردار هرگاه می نامیم

: [۴] است زیر بصورت آن مشخصه معادله و شود می نامیده

(A− λB)x = ۰ , x ̸= ۰

زیر بصورت y = (y۱, ...., yn)T و x = (x۱, ..., xn)
T بردار دو داخلی حاصلضرب .۱۶ - ۳ - ۱ یف تعر

: [۵] می شود تعریف
x.y = xTy =

n∑
i=۱

xiyi

می دهند. نمایش نیز < x, y > با را y و x بردار دو داخلی حاصلضرب

متعامدند. آن ویژه بردارهای آنگاه باشد، متقارن ماتریس یک Mn×n اگر .۱۷ - ۳ - ۱ لم

است: برقرار زیر رابطه y و x بردار هر و A حقیقی ماتریس هر برای برهان.

< Ax, y >=< x,ATy >

مقادیر با متناظر به ترتیب M ماتریس ویژه بردارهای y و x و است متقارن ماتریس یک M می  کنیم فرض اکنون
داریم: فوق رابطه به توجه با می باشند، u و λ متمایز ویژه

λ < x, y >=< λx, y >=< Mx, y >=< x,MTy >=< x,My >=< x, uy >= u < x, y >

بنابراین
(λ− u) < x, y >= ۰

داریم: پس λ− u ̸= ۰ چون و

< x, y >= ۰ (x ⊥ y)

متعامدند. متقارن ماتریس یک ویژه بردارهای که می گیریم نتیجه پس

۱۲



گراف لاپلاسین یس  ماتر ۴ - ۱

طیفی خوشه بندی الگوریتم های .[۶] هستند گراف لاپلاسین ماتریس های طیفی خوشه بندی ابزار اصلی ترین
دانش تحلیل برای آنها ویژه مقادیر و بردارها از استفاده و ویژه تجزیه و ماتریس ها این از استفاده پایه بر عموما

می پردازد. موضوع این به که است عنوانی [۷] گراف طیفی تئوری می باشند. داده ها ساختار در موجود

گراف مجاورت ماتریس W و دارد رأس n که باشد ساده گراف یک G = (V,E) کنید فرض .۱ - ۴ - ۱ یف تعر
تعریف زیر به صورت و است متقارن n × n ماتریس یک G گراف با متناظر L(G) لاپلاسین ماتریس باشد،

می شود:

L = D −W (۴ - ۱)

می باشند: زیر بصورت آن درایه های مقادیر و

Li,j(G) =


di if i = j

−۱ if i ̸= j (i, j) ∈ E ∀ i, j = ۱, ..., n

۰ if i ̸= j (i, j) ̸∈ E ∀ i, j = ۱, ..., n

:[۸] از عبارتند لاپلاسین ماتریس ویژگیهای .۲ - ۴ - ۱ قضیه

داریم: f ∈ Rn بردار هر برای .۱

fTLf =
۱
۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wij(fi − fj)
۲

است. نیمه معین مثبت و متقارن ماتریس L .۲

. j⃗ ویژه بردار با است متناظر و صفر با است برابر L ماتریس ویژه مقدار کوچکترین .۳

داریم: ،L تعریف به توجه با .۱ برهان.

۱۳



fTLf = fTDf − fTWf

=
n∑
i=۱

dif
۲
i −

n∑
i=۱

n∑
j=۱

fifjWij

=
۱
۲(

n∑
i=۱

dif
۲
i − ۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

fifjWij +
n∑

j=۱
djf

۲
j )

=
۱
۲(

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,jf
۲
i − ۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

fifjWij +
n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,jf
۲
j )

=
۱
۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,j(fi − fj)
۲

نیمه معین مثبت برای می شود. نتیجه D و W ماتریس های بودن متقارن از مستقیما ، L ماتریس بودن متقارن .۲
قسمت اثبات به توجه با باشد. برقرار f ∈ Rn دلخواه بردار هر برای fTLf ≥ ۰ شرط باید ماتریس یک بودن

است. برقرار L ماتریس برای شرط این به وضوح ها، Wij بودن نامنفی و (۱)
∀f ∈ Rn : fTLf ≥ ۰ که است واضح L ماتریس بودن مثبت معین نیمه به توجه با .۳

داریم: باشد، L ماتریس برای λ مقدارویژه با ویژه بردار یک x کنیم اگرفرض

Lx = λx =⇒ xTLx = λxTx

متناظر ویژه مقدار λیک = ۰ λو ≥ ۰ که می گیریم نتیجه xTx > ۰ و xTLx ≥ ۰ اینکه به  باتوجه بنابراین
زیرا است j⃗ = [۱, ۱, ..., ۱]T ویژه بردار با

Lj⃗ = (D −W )⃗j = Dj⃗ −Wj⃗ = D −D = ۰

j⃗ بردار آن، با متناظر ویژه بردار و است صفر همیشه لاپلاسین، ماتریس ویژه مقدار کوچکترین بنابراین
می باشد.

به دست دارد، طیفی خوشه بندی در آن ویژه مقادیر و بردارها و لاپلاسین ماتریس که مهمی ویژگیهای از یکی
می کند. مطرح را ویژگی این زیر قضیه می باشد. L طیف از استفاده با گراف همبند اجزاء تعداد آوردن

همبند اجزاء تعداد آنگاه باشد، نامنفی اوزان با جهت بدون وزن  دار گراف یک G کنید فرض .۳ - ۴ - ۱ قضیه
است. G گراف لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار جبری تکرر با برابر G گراف

۱۴



گراف حالت این در است k = ۱ می کنیم فرض ابتدا می دهیم. نمایش k با گرافGرا همبند اجزاء تعداد برهان.
بخش به توجه با است. لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار با ویژه بردار یک f کنید فرض همچنین است. همبند

نوشت: می توان ۴ - ۱ رابطه و ۲ - ۴ - ۱ قضیه اول

۰ = fTLf =
n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,j(fi − fj)
۲

جمله های تمام که باشد صفر می تواند زمانی فوق مجموع هستند، نامنفی Wij وزن های اینکه به توجه با
برابر ،fj و fi باید آنگاه ،(Wij > ۰) باشند متصل vj و vi راس دو اگر بنابراین، باشند. صفر Wij(fi − fj)

۲

گرافی در بنابراین باشد. ثابت متصلند، به هم مسیری طریق از که رئوسی تمام برای باید f دیگر به عبارت باشند.
که داشت خواهیم را صفر ویژه مقدار با متناظر j⃗ ویژه بردار فقط است، شده تشکیل متصل جزء یک از تنها که

بود. خواهد متصل جزء این شاخص بردار
کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون باشد. شده تشکیل همبند جزء k ≤ n از گراف کنید فرض حال
قطری بلاک L و W ماتریس حالت این در دارند. قرار شده مرتب همبند اجزاء درون ترتیب به گراف رئوس که

می باشند.



L۱

L۲
. . .

Lk


همبند جزء امین i زیرگراف با مرتبط که است گراف لاپلاسین ماتریس یک خود Li بلاکهای از یک هر
Li بلاک های ویژه بردارهای اجتماع از گراف طیف اینجا، در L مانند بلاک-قطری ماتریس های برای می باشد.
Li هر اینکه به توجه با می آید. به دست باشد، شده داده قرار صفر است دیگری بلاک با مرتبط که قسمتی در که
ویژه مقدار یک Li هر اثبات، اول بخش به توجه با و است گراف در همبند جزء یک با مرتبط لاپلاسین یک خود

بود. خواهد j⃗ بردار آن با متناظر ویژه بردار و داشت خواهد را صفر
خواهد j⃗ ثابت ویژه بردار و صفر ویژه مقدار دارای دارد، که همبندی جزء k تعداد به L ماتریس بنابراین

بود.

شده محاسبه (L) لاپلاسین و ،(D) درجه ،(W ) شباهت ماتریسهای ۲ - ۱ شکل گراف برای .۴ - ۴ - ۱ مثال
است. متقارن لاپلاسین ماتریس می شود، ملاحظه که همانطور است.
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۱

۲

۳

۴

۵

رأس ۵ با گراف :۲ - ۱ شکل

W =



۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰


, D =



۴ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۳ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۴ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۴ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۳


, L =



۴ −۱ −۱ −۱ −۱
−۱ ۳ −۱ −۱ ۰
−۱ −۱ ۴ −۱ −۱
−۱ −۱ −۱ ۴ −۱
−۱ ۰ −۱ −۱ ۳


با: است برابر آن ویژه مقادیر ، قبل مثال گراف L ماتریس ویژه تجزیه با .۵ - ۴ - ۱ مثال

λ = {۰, ۳, ۵, ۵, ۵}

۳ - ۴ - ۱ قضیه در که همانطور بنابراین است همبند نیز مربوطه وگراف است صفر ویژه مقدار یک دارای L ماتریس
گراف. لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار تکرر با است برابر گراف همبند اجزاء تعداد شد بیان

گراف افراز ۵ - ۱

. [۹] شود مجزا زیرگراف k ایجاد باعث که است به نحوی گراف یال های حذف گراف، تایی k افراز مساله هدف
e = (i, j) یال و گراف رأس یک نماینده V در vi رأس گیریم، می نظر در را G̃ = (V,E,WV ,WE) گراف
برای نامنفی وزنهای نشان دهنده به ترتیب که هستند مجموعه هایی WE و WV و j و i رأس دو متصل کننده E در

هستند. یال هر و رأس هر
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۱ ۲ ۳ ۴ ۵

۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰

۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵

۱۶ ۱۷ ۱۸ ۱۹ ۲۰

شده افراز گراف یک :۳ - ۱ شکل

می دهد. نشان را eij یال وزن WEe(i,j)
و i رأس وزن WV vi این صورت در

بطوربکه است V۱, V۲, ..., Vn مجزا مجموعه n از اجتماعی به V کردن تقسیم معنی به G افراز

V = V۱ ∪ V۲ ∪ ... ∪ Vn (۵ - ۱)

: [۹] باشند برقرار باید زیر شرایط بهینه افراز برای
باشند. برابر تقریبا باید Vi هر در رأس  ها WV وزن های ۱.مجموع

باشد. مینیمم باید متفاوت Vj و Vi در رأس ها اتصال دهنده یال های از WEوزن های ۲.مجموع
می گیریم. نظر در یک را یال هر و رأس هر وزن ادامه در

{۱،۶،۷،۱۱،۱۲،۱۳،۱۶،۱۷،۱۸،۱۹} رأس های می دهد. نشان را شده افراز  گراف یک ۳ - ۱ شکل .۱ - ۵ - ۱ مثال
به صورت که یالهایی و V۲ زیرگراف به متعلق {۲،۳،۴،۵،۸،۹،۱۰،۱۴،۱۵،۲۰} رأس های و V۱ زیرگراف به متعلق
دارای به دست آمده خوشه دو هر می کنید مشاهده که همانطور هستند. برش یال های شده اند مشخص نقطه چین

است. هفت V۲ و V۱ ی خوشه ها دهنده اتصال یال های مجموع و اند مشابه اندازه
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کرنل تابع و یس ماتر ۶ - ۱

به عنوان .[۱۰] پرداخت داده ها از مناسبی نمایش جستجوی به باید داده ها تحلیل تجزیه و استخراج منظور به
استخراج یا ساخته را ویژگیها از مجموعه ای ابتدا غیره و تصاویر دنباله ها، متن، مانند پیچیده داده های برای مثال
پیدا را ϕ نگاشت X داده مجموعه برای می دهیم. نشان چندمتغیره بردارهای به صورت را داده ها سپس می کنیم
فضای به و ورودی فضای اولیه، داده های فضای به اصطلاح در است. X نمایش بردار ϕ(X) طوریکه کنیم

می شود. گفته ویژگی ،فضای ϕ(X) شده داده نگاشت بردارهای

بگیرید. نظر در ورودی فضای به عنوان الفبا حروف ترتیب به را DNA توالی داده مجموعه .۱ - ۶ - ۱ مثال

Σ = {A,C,G, T}

|X| = m که را X دنباله یک منظور این برای است. Σ نمادهای احتمال توزیع نمایش ساده ویژگی فضای یک
است: زیر به صورت ویژگی فضای به ورودی داده های دادن نگاشت نحوه درنظربگیرید.

ϕ(X) = {p(A), p(C), p(G), p(T )}

است. X دنباله در s شدن ظاهر دفعات تعداد ns و s ∈ Σ نماد مشاهده احتمال با است برابر p(s) = ns

m
که

پس یکبار، T و ۲بار G و C و شده ظاهر ۴بار A چون m = |X| = ۹ با X = ACAGCAGTA اگر مثلا
داریم:

ϕ(X) = {۰٫۴۴۴۴۴۴۴۴, ۰٫۲۲۲۲۲۲۲۲, ۰٫۲۲۲۲۲۲۲۲, ۰٫۱۱۱۱۱۱۱۱}

می شود، تعریف زیر به صورت کرنلn×nکه ماتریس توسط ، ورودی داده های از هرجفت بین شباهت میزان
می شود: داده نشان

K =



k(x۱, x۱) k(x۱, x۲) ... k(x۱, xn)

k(x۲, x۱) k(x۲, x۲) ... k(x۲, xn)

... ... ... ...
k(xn, x۱) k(xn, x۲) ... k(xn, xn)


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Kernel Polynomial K(ai, aj) = (ai.aj + c)d

Kernel Gaussian K(ai, aj) = exp(
−||ai−aj ||۲

۲α۲ )
Kernel Sigmoid K(ai, aj) = tanh(c(ai.aj) + θ)

کرنل توابع از مثال هایی :۱ - ۱ جدول

صدق زیر شرط در باید که است ورودی فضای در نقطه جفت هر روی کرنل تابع یک K : τ × τ −→ R

کند:
K(xi, xj) = ϕ(xi)

Tϕ(xj)

ماتریس با را داده ها ویژگی، فضای به ورودی فضای نگاشت به جای می توان داده کاوی روشهای از بسیاری در
داد. انجام K روی را تحلیل ها تجزیه تمام و داد نمایش K کرنل
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۲ فصل

طیفی خوشه بندی

تقریب بحث مفهوم، این با آشنایی از پس و شده مطرح آن روشهای از برخی و گراف افراز مسئله ابتدا فصل این در
الگوریتم های مهمترین سپس است، طیفی خوشه بندی الگوریتم های نیاز پیش که می شود بررسی گراف برش

می شود. مطرح طیفی خوشه بندی

شباهت گراف ۱ - ۲

شباهت میزان درباره که دانشی توان می بگیرید. نظر در بعدی d داده n با را X = {x۱, x۲, ..., xn} مجموعه 
چنین برای نمود. بیان می شود، نامیده ۱ شباهت گراف که گراف، یک قالب در زیبایی به را دارد وجود ها داده
X مجموعه داده های از یکی با متناظر vi رأس هر که بگیرید نظر در را رأس n با G = (V,E) گراف توصیفی،
متناظر رئوس یالی باشد، خاصی ی آستانه حد از بزرگتر یا مثبت عددی داده دو بین شباهت میزان چنانچه می باشد.
می باشد. (Wij) با برابر داشت خواهد یال این که وزنی و نمود خواهد متصل یکدیگر به را گراف در داده دو این
نمود بیان صورت این به را خوشه بندی توان می X داده مجموعه از بازنمایی چنین داشتن اختیار در صورت در
درون (شباهت زیاد گروه هر در نقاط اتصال دهنده یال های وزن صورتیکه به است G برای افرازی یافتن هدف که

باشد. کم) گروهی بین (شباهت کم مختلف گروه های نقاط بین یال های وزن و بالا) گروهی
۱Similarity graphs
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شباهت گراف های انواع ۱ - ۱ - ۲

با نقطه هر بین رابطه نمودن مشخص آنها همه هدف که دارد وجود مختلفی راه های شباهت گراف ساختن برای
[۸] می باشد. همسایگانش

یکدیگر به باشد کمتر ϵ از آنها بین فاصله که داده ای جفت با متناظر رئوس گراف این در همسایگی: ـ ϵ گراف
مشخص بنابراین و ( ϵ (حداکثر است مقیاس یک از تقریبا گراف این در متصل یال های بین فاصله می شوند. متصل
به معمولا همسایگی ـ ϵ گراف های بنابراین، نمی دهد. قرار ما اختیار در را بیشتری اطلاعات یال ها وزن کردن

می شوند. گرفته درنظر وزن بدون صورت
با متناظر داده که می شود متصل vj رأس به صورتی در vi رأس گراف این در همسایگی: نزدیکترین kـ گراف
همسایگی رابطه اینکه به توجه با اما باشد. vi رأس با متناظر داده همسایگان نزدیکترین k از یکی جزء vj رأس
راه دو حالتی چنین از گراف کردن خارج برای شد. خواهد جهتدار گراف به منجر تعریفی نمی باشد،چنین متقارن

دارد: وجود
نزدیکترین k از یکی جزء رئوس از یکی فقط اگر شوند می متصل هم به vj و vi رأس دو حالت این در اول: راه

می شود. نامیده همسایه نزدیکترین kـ گراف معمولا گراف این باشد. دیگری رأس همسایگان
همسایگان نزدیکترین k از یکی جزء vi صورتیکه در است یکدیگر به vj و vi رأس دو نمودن متصل دوم راه
متقابل همسایه نزدیکترین kـ گراف گراف، این باشد. vi همسایگان نزدیکترین k از یکی نیز vj همزمان و باشد vj

می شود. نامیده
رئوس شباهت میزان اساس بر یال ها همه و متصلند یکدیگر به رئوس همه گراف این در متصل: کاملا گراف

دارند. وزنی متناظرشان

استفاده که شباهتی تابع است، نقاط محلی همسایگی های کردن مدل داده ها بازنمایی از هدف اینکه به توجه با
که می باشد گوسی شباهت تابع تابعی، چنین برای مثال یک نماید. مدل را همسایگی این بتواند باید می شود

می شود: تعریف زیر رابطه بصورت

W (xi, xj) = exp(
−||xi − xj||۲

σ۲ ) (۱ - ۲)

کنترل را همسایگی عرض σ پارامتر و می باشند vj و vi رئوس با متناظر مقادیر و بوده xi, xj ∈ X آن در که
بررسی برای می  نماید. مشخص را نمونه دو بین فاصله افزایش با شباهت تابع کاهش میزان دیگر، بیان به یا می کند
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در را ۱ - ۲ شکل منظور، این برای نمود. بررسی را σ مختلف مقادیر ازای به شباهت تابع تغییرات می توان ، σ اثر
بگیرید. نظر

هستند. بررسی مورد داده های بین فاصله میزان دهنده نشان  نمودارها تمام افقی محور
۲ - ۱(آ) شکل های در ترتیب به σ = ۱۰۰ ،σ = ۱۰ ،σ = ۰٫۱ مختلف مقادیر ازای به شباهت تابع تغییرات
شباهت تابع باشد، بزرگتری عدد σ مقدار هرچه می کنید مشاهده که همانطور است. داده شده نشان ۲ - ۱(د) تا
مثال، عنوان به می یابد. گسترش نیز شباهت دامنه همچنین و می گیرد بزرگتری مقادیر است، پارامتر این از متأثر که
۲ - ۱(آ)) (شکل است صفر شباهت تابع مقدار و نیستند مشابه باشد، σ = ۰٫۱ هنگامیکه ۱۰ فاصله با عدد دو

۲ - ۱(د)) (شکل می یابد. چشمگیری افزایش شباهت تابع مقدار باشد، σ = ۱۰۰ اگر اما

σ = ۱ (ب) σ = ۰٫۱ (آ)

σ = ۱۰۰ (د) σ = ۱۰ (ج)

σ مختلف مقادیر ازای به گوسی شباهت تابع تغییرات :۱ - ۲ شکل

بر نتیجه در و می گذارد اثر بسیار شباهت تابع در σ پارامتر تغییرات شد، داده نشان فوق بحث در که همانطور
می باشد. اثرگذار نیز خوشه بندی الگوریتم های روی

معرفی بخش این در که روشی است. شده ارائه σ برای مناسب مقدار یک انتخاب برای مختلفی روشهای
۲ پرونا و ۱ زلنیک توسط روش این می باشد. پارامتر این خودکار تنظیم روش های پرکاربردترین از یکی می شود
داده نمونه هر برای پارامتر این ، σ برای ثابت مقدار یک انتخاب جای به آن در که [۱۱] است شده پیشنهاد و ارائه

بصورت ۱ - ۲ رابطه تعریف، بنابراین شود. تنظیم محلی صورت به

W (xi, xj) = exp(
−||xi − xj||۲

σiσj

) (۲ - ۲)
۱Zelnik ۲Perona
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p انتخاب به روش این می باشد. همسایه اش امین p نزدیکترین تا xi داده نمونه فاصله σi آن در که شود می نوشته
σ انتخاب برای داده هر همسایه نزدیکترین هفتمین از که است شده پیشنهاد [۱۱] در و است وابسته همسایه امین

شود. استفاده

در محلی σ اثر نمایش (ج)
شباهت تابع

در ثابت σ اثر نمایش (ب)
شباهت تابع

داده مجموعه (آ)

شباهت تابع در محلی σ و ثابت σ اثر نمایش :۲ - ۲ شکل

به داده، مجموعه ۲ - ۲(آ) قسمت در نمود. مشاهده ۲ - ۲ شکل در می توان را σ تنظیم در روش این تاثیر
نشان است گرفته بر در را اولیه خوشه که دیگری پراکنده خوشه و داخلی) (خوشه متراکم خوشه یک صورت
خطوط ضخامت که است شده داده نمایش σ برای ثابت مقدار یک انتخاب اثر ۲ - ۲(ب) در است. شده داده
می شود، مشاهده که همچنان می باشد. شباهت ماتریس در متناظر داده دو شباهت میزان بودن بیشتر نشان دهنده
داده ها ساختار بنابراین و است زیاد خوشه ای درون شباهت های با مقایسه در خوشه ای بین شباهت حالت این در
همانطور است. شده داده نمایش محلی صورت به σ انتخاب اثر ۲ - ۲(ج) شکل در نمی شود. داده نشان به خوبی
خطوط (ضخامت زیاد خوشه دو هر برای حالت این در خوشه ای درون شباهت می شود، مشاهده شکل این در که

می باشد. کم) خطوط (ضخامت کم خوشه ای بین شباهت و بیشتر)
شباهت دادن نشان برای کامل گراف از معمولا طیفی، خوشه بندی در موجود شباهت گراف های بین در

می شود. استفاده ورودی داده های

گراف برش و افراز بندی روشهای ۲ - ۲

تعداد یا یک از معمولا الگوریتم ها این می باشند. گراف افراز مسأله جواب پایه بر طیفی خوشه بندی الگوریتم های
افراز مسأله جواب بردارها این و می نمایند استفاده خوشه بندی برای لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای از بیشتری
در [۱۲] دارند را خود معایب و مزایا کدام هر که دارند وجود گراف افراز برای مختلفی روش های هستند. گراف

شد. خواهد بررسی و بیان روشها این از تعدادی بخش این
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نود ۶ با گراف :۳ - ۲ شکل

کمینه برش مسأله ۱ - ۲ - ۲

با شباهت میزان بیشترین خوشه هر داده های که است صورتی به گراف افراز ، [۱۳] ۱ کمینه برش مسأله هدف
رأس های شباهت میزان که می شوند انتخاب شدن حذف برای یال هایی حالت این در باشند. داشته را یکدیگر
صورت به می شود Bافراز Aو خوشه دو به داده مجموعه که حالتی در برش تابع بنابراین باشد. مینیمم متناظرشان

می گردد: تعریف زیر

cut(A,B) =
∑

i∈A,j∈B

Wi,j

می باشد. j و i رئوس دهنده اتصال یال وزن بیانگر Wi,j آن در

برش روش بر بنا می باشد. نمونه ۶ با داده  ای مجموعه با متناظر گراف نشان دهنده ۳ - ۲ شکل .۱ - ۲ - ۲ مثال
خوشه ای بین شباهت بیانگر (که آنها وزن مجموع که بود برش برای گراف از یال هایی انتخاب به دنبال باید کمینه،
خواهیم و شد خواهند حذف ۴ و ۳ رئوس متناظر یال نیز و ۵ و ۱ رئوس متناظر یال بنابراین باشد. مینیمم می باشد)

داشت:

mincut(A,B) = ۰٫۱ + ۰٫۲ = ۰٫۳

می شود: نوشته زیر کلی صورت به -تایی) k (افراز خوشه k به گراف افراز برای کمینه برش مسئله
۱minimum cut problem

۲۴



کمینه برش توسط بد افراز یک :۴ - ۲ شکل

min
πk∈Πk

cut(πk) (۳ - ۲)

آن در که

cut(πk) =
۱
۲

k∑
i=۱

W (Ci, C̄i)

برای ممکن تایی k افرازهای تمام مجموعه Πk و باشد i ̸= j به طوریکه است Cj مانند خوشه ای هر C̄i آن در و
در رابطه برای را ۱

۲ ضریب می شود گرفته نظر در دوبار cut محاسبه در یال هر اینکه دلیل به می باشد. G گراف
. می گیریم نظر

می یابد، افزایش دارند وجود شده افراز خوشه دو بین که یال هایی تعداد افزایش با (۳ - ۲) کمینه برش هدف تابع
کمینه برش معیار لذا کنند، ایجاد کمینه برش معیار با مطابق را خوبی افراز می توانند تنها نقاط که است بدیهی
نداشته باشند معقولی اندازه خوشه ها می شود باعث و می گیرد نظر در خوشه یک عنوان به گراف در را تنها نقاط
که برشی می کنید مشاهده ۴ - ۲ شکل در که همانطور است. شده داده نمایش ۴ - ۲ شکل در مشکل این .[۱۴]
راست و چپ نیمه دو به را ها رأس که برشی به نسبت می کند افراز نقاط وسایر (n۲ (یا n۱ رأس دو به را رأس ها

دارد. کوچکتری خیلی مقدار می کند، افراز
می باشند نرمال برش و برش نسبت مسئله می شوند، شناخته مشکل این راه حلهای مرسوم ترین از که روشی دو
باشند. متعادل آن در خوشه ها که می باشد افرازی به یافتن دست روشها این هدف شد. خواهد معرفی ادامه در که
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برش نسبت مسأله ۲ - ۲ - ۲

رابطه تقسیم است شده پیشنهاد تنها رأس های یا رأس  با خوشه هایی ایجاد از اجتناب برای که ۱ برش نسبت مسأله
سپس و شد پیشنهاد گراف تایی دو افراز برای [۱۵] در ابتدا مسئله این می باشد. خوشه هر اعضای تعداد بر ۳ - ۲

می شود: نوشته زیر رابطه صورت به مسئله این شد. داده تعمیم نیز تایی k افراز حالت برای [۱۶] در

min
πk∈Πk

ratiocut(πk) (۴ - ۲)

درحالیکه

ratiocut(πk) =
۱
۲

k∑
i=۱

W (Ci, C̄i)

|Ci|

ممکن تایی k افرازهای تمام Πkمجموعه و باشد i ̸= j بصورتیکه Cjاست مانند خوشه ای هر C̄i آن، در که
می باشد. G گراف برای

نرمال برش مسأله ۳ - ۲ - ۲

مسئله شد، اشاره به آن کمینه برش مسأله در که تنها رأس های مشکل با مقابله برای پرکاربرد روش های از یکی
نمودن مینیمم به که همزمان آن در که شده مطرح [۱۷] ۳ مالیک و شی توسط مسئله این می باشد. ۲ نرمال برش

یابد. افزایش نیز خوشه هر درون اتصالات وزن می شود، پرداخته خوشه ها بین اتصالات وزن
می شود: تعریف زیر صورت به هدف تابع B و A خوشه دو به داده مجموعه افراز برای بنابراین

ncut(A,B) =
cut(A,B)

vol(A)
+

cut(A,B)

vol(B)
(۵ - ۲)

محاسبه زیر صورت به و می باشد B و A خوشه وزن های مجموع ترتیب، به vol(B) و vol(A) آن در که
می شود:

vol(A) =
∑

u∈A,t∈V

W (u, t)

V = A ∪B

۱ ratio cut problem ۲ normalized cut problem ۳Shi and Malik
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به دست خوشه های اتصال دهنده یال های وزن فقط اینکه جای به می شود، مشاهده ۵ - ۲ رابطه در که همچنان
صورت، این در شود. محاسبه خوشه هر رئوس درجه مجموع به برش یال های وزن نسبت شود، گرفته نظر در آمده

شد. نخواهد پذیرفته برشی چنین و داشت نخواهد کوچکی مقدار می گردد تنها نقاط ایجاد باعث که برشی
نمود: تعریف زیر صورت به توان می کلی حالت در را مسئله

min
πk∈Πk

ncut(πk) (۶ - ۲)

درحالیکه

ncut(πk) =
۱
۲

k∑
i=۱

W (Ci, C̄i)

vol(Ci)

ممکن تایی k افرازهای تمام مجموعه Πk و باشد i ̸= j بصورتیکه است Cj مانند خوشه ای هر C̄i آن، در که
می باشد. G گراف برای

وابستگی نسبت مسأله ۴ - ۲ - ۲

خوشه ای درون تراکم کردن ماکزیمم شود)، می نامیده نیز وابستگی میانگین (که ۱ وابستگی نسبت روش هدف
است. خوشه سایز به نسبت

RAssoc(G) = max
c۱,...,ck

k∑
i=۱

W (Ci, Ci)

|Ci|
(۷ - ۲)

۱Ratio Association Problem
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Min−Max برش مسأله ۵ - ۲ - ۲

و خوشه ای بین شباهت سازی حداقل آن هدف و است شده ارائه [۱۸] همکارانش و ۱ دینگ توسط مسأله این
می شود: تعریف زیر صورت به که می باشد همزمان صورت به خوشه ای درون شباهت های حداکثرسازی

min
πk∈Πk

MinMaxCut(πk) (۸ - ۲)

درحالیکه

MinMaxCut(πk) =
k∑

i=۱

W (Ci, C̄i)

W (Ci, Ci)

ممکن تایی k افرازهای تمام مجموعه Πk و باشد i ̸= j بصورتیکه است Cj مانند خوشه ای هر C̄i نیز اینجا در
می باشد. G گراف برای

وزن دار برش نسبت و وابستگی نسبت ۶ - ۲ - ۲

هدف تابع بنابراین شود، داده اختصاص وزنی نیز رئوس از هریک به گراف، یال های بر علاوه که می کنیم فرض
می شود: تعریف زیر بصورت وزن دار برش نسبت مسأله

wcut(G) = min
C۱,...,Ck

k∑
i=۱

W (Ci, V \Ci)

w(Ci)
(۹ - ۲)

شود: می فرموله زیر بصورت وزن دار وابستگی نبست مسأله هدف تابع و

wAssoc(G) = max
C۱,...,Ck

k∑
i=۱

W (Ci, Ci)

w(Ci)

است. گراف ام Ci زیرگراف رئوس وزن مجموع w(Ci)

[۱۲] به می توان زمینه این در بیشتر مطالعه برای که است شده پیشنهاد گراف افراز برای نیز دیگری روشهای
نمود. مراجعه

۱Ding
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گراف برش مسئله یب تقر ۳ - ۲

لاپلاسین ماتریس ویژه بردار چند یا یک از طیفی خوشه بندی الگوریتم های شد، اشاره قبل بخش در که همچنان
ساده سازی یک از استفاده می باشد. گراف برش مسائل از بعضی شده ساده جواب که می نمایند استفاده گراف
را گراف لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر و بردارها خصوصیات در کاوش امکان گراف، افراز مسئله برای مناسب ۱

مورد مفصل به طور مسئله این تقریب نرمال، برش مسئله اهمیت به توجه با بخش این در .[۱۲] می آورد فراهم
می گیرد. قرار بررسی

نرمال برش مسئله یب تقر ۱ - ۳ - ۲

افراز یک برای گروهی بین (شباهت) وابستگی میزان می گیریم. نظر در را (۵ - ۲) نرمال برش مسأله هدف تابع
:[۱۷] می شود فرموله زیر بصورت شده داده

Nassoc(A,B) =
assoc(A,A)

assoc(A, V )
+

assoc(B,B)

assoc(B, V )
(۱۰ - ۲)

آن در که

assoc(A, V ) =
∑

u∈A,t∈V

W (u, t)

Bو A خوشه ی در رأس ها اتصال دهنده یال های وزن مجموع به ترتیب assoc(B,B) و assoc(A,A)
بدیهی می دهد. نشان را خوشه ای بین شباهت میزان دیگر عبارت به یا خوشه ها تراکم میزان فوق رابطه می باشند.

می رود. بالا ها خوشه تراکم خوشه ای بین شباهت میزان شدن کم با که است
: نوشت زیر صورت به می توان را ۵ - ۲ رابطه

۱Relaxation
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Ncut(A,B) =
cut(A,B)

assoc(A, V )
+

cut(A,B)

assoc(B, V )

=
assoc(A, V )− assoc(A,A)

assoc(A, V )
+

assoc(B, V )− assoc(B,B)

assoc(B, V )

= ۲ − (
assoc(A,A)

assoc(A, V )
+

assoc(B,B)

assoc(B, V )
)

= ۲ −Nassoc(A,B)

که: می گیریم نتیجه Ncut(A,B) ≥ ۰ اینکه و فوق تساوی از

۰ ≤ Nassoc(A,B) ≤ ۲

می شود. بهینه تر و کمتر نرمال برش هدف تابع خوشه ها تراکم رفتن بالا یا گروهی بین شباهت شدن زیاد با پس
کردن مینیمم می  گیرد، قرار نظر مد خوشه  بندی الگوریتم در گراف افراز برای که معیاری دو اینکه به توجه با
معیار یک به عنوان را نرمال شده برش می توان است گروهی درون شباهت کردن ماکزیمم و گروهی بین شباهت

گرفت. نظر در افراز برای خوب
ام i رأس وزن di =

∑
j w(i, j) و کرده ایم افراز B و A خوشه دو به را G = (V,E) گراف کنید فرض

می گیریم: نظر در زیر به صورت را xn×۱ شاخص بردار است. گراف

xi =


۱ i ∈ A

−۱ i /∈ A

می کنیم: بازنویسی زیر صورت به را Ncut(A,B) فرضیات این با

Ncut(A,B) =
cut(A,B)

assoc(A, V )
+

cut(A,B)

assoc(B, V )

=

∑
(xi>۰,xj<۰)−Wi,jxixj∑

xi>۰ di
+

∑
(xi<۰,xj>۰) −Wi,jxixj∑

xi<۰ di

وزن های مجموع نسبت k می کنیم فرض است. گراف مجاورت ماتریس W و درجه ماتریس D آن در که
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باشد: گراف رئوس کل مجموع به A خوشه رئوس

k =

∑
xi>۰ di∑
i di

Ncut(A,B) و می کنیم استفاده xiهستند < ۰ xiو > ۰ برای شاخص بردارهای ترتیب به که j⃗−x
۲ و j⃗+x

۲ از
می نویسیم: زیر صورت به را

۴Ncut(A,B) =
(⃗j + x)T (D −W )(⃗j + x)

kjTDj
+

(⃗j − x)T (D −W )(⃗j − x)

(۱ − k)⃗jTDj⃗

=
(⃗j + x)T (D −W )(⃗j + x)(۱ − k) + (⃗j − x)T (D −W )(⃗j − x)k

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

=
[(⃗j + xT )(D −W )⃗j + (⃗j + x)T (D −W )x](۱ − k)

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

+
[(⃗j − x)T (D −W )⃗j − (⃗j − x)T (D −W )x]k

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

=
(⃗j + x)T (D −W )⃗j + (⃗j + x)T (D −W )x

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

− (⃗j + x)T (D −W )⃗jk + (⃗j + x)T (D −W )xk

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

+
(⃗j − x)T (D −W )⃗jk − (⃗j − x)T (D −W )xk

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

=
j⃗T (D −W )⃗j + xT (D −W )⃗j + j⃗T (D −W )x+ xT (D −W )x

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

− ۲xT (D −W )⃗jk + ۲⃗jT (D −W )xk

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

=
xT (D −W )x+ j⃗T (D −W )x(۱ − ۲k) + j⃗T (D −W )⃗j + xT (D −W )⃗j(۱ − ۲k)

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

=
xT (D −W )x+ j⃗T (D −W )⃗j

k(۱ − k)⃗jTDj⃗
+

۲(۱ − ۲k)⃗jT (D −W )x

k(۱ − k)⃗jTDj⃗

می کنیم فرض
γ = j⃗T (D−W )⃗j ، M = j⃗TDj⃗ ، α(x) = xT (D−W )x ، β(x) = j⃗T (D−W )x

می یابد: ادامه زیر به صورت اثبات روند ادامه فوق فرضیات طبق
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۴ncut(A,B) =
(α(x) + γ) + ۲(۱ − ۲k)β(x)

k(۱ − k)M

=
(α(x) + γ) + ۲(۱ − ۲k)β(x)

k(۱ − k)M
− ۲(α(x) + γ)

M
+

۲α(x)
M

+
۲γ
M

نتیجه: در می کنیم حذف بالا تساوی از را ۲γ
M

یعنی عبارت آخرین γ بودن صفر به دلیل

۴ncut(A,B) =
(α(x) + γ) + ۲(۱ − ۲k)β(x)− ۲(α(x) + γ)k(۱ − k)

k(۱ − k)M
+

۲α(x)
M

=
(α(x) + γ) + ۲(۱ − ۲k)β(x) + ۲(k۲ − k)(α(x) + γ)

k(۱ − k)M
+

۲α(x)
M

=
(۱ − ۲k + ۲k۲)(α(x) + γ) + ۲(۱ − ۲k)β(x)

k(۱ − k)M
+

۲α(x)
M

=

(۱−۲k+۲K۲)
(۱−k)۲ (α(x) + γ) + ۲(۱−۲k)

(۱−k)۲ β(x)

k
۱−k

M
+

۲α(x)
M

داریم: بنابراین b = k
۱−k

می کنیم فرض

۴ncut(A,B) =
(۱ + b۲)(α(x) + γ) + ۲(۱ − b۲)β(x)

bM
+

۲bα(x)
bM

=
(۱ + b۲)(α(x) + γ)

bM
+

۲(۱ − b۲)β(x)
bM

+
۲bα(x)
bM

− ۲bγ
bM

=
(۱ + b۲)(xT (D −W )x+ j⃗T (D −W )⃗j)

b⃗jTDj⃗
+

۲(۱ − b۲)⃗jT (D −W )x

b⃗jTDj⃗

+
۲bxT (D −W )x

b⃗jTDj⃗
− ۲b⃗jT (D −W )⃗j

b⃗jTDj⃗

=
xT (D −W )x+ j⃗T (D −W )⃗j + b۲xT (D −W )x+ b۲j⃗T (D −W )⃗j

b⃗jTDj⃗

+
۲⃗jT (D −W )x− ۲b۲j⃗T (D −W )x+ ۲bxT (D −W )x− ۲b⃗jT (D −W )⃗j

b⃗jTDj⃗

=
(⃗j + x)T (D −W )(⃗j + x)

b⃗jTDj⃗
+

b۲(⃗j − x)T (D −W )(⃗j − x)

b⃗jTDj⃗
− ۲b(⃗j − x)T (D −W )(⃗j + x)

b⃗jTDj⃗

=
[(⃗j + x)− b(⃗j − x)]T (D −W )[(⃗j + x)− b(⃗j − x)]

b⃗jTDj⃗
(۱۱ - ۲)
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که: می گیریم نتیجه  b = k
k−۱ =

∑
xi>۰ di∑
xi<۰ di

اینکه به توجه با y = (⃗j + x)− b(⃗j − x) می کنیم فرض

yTDj⃗ = [(⃗j + x)− b(⃗j − x)]TDj⃗ (۱۲ - ۲)

= (⃗j + x)TDj⃗ − b(⃗j − x)TDj⃗

=
∑
xi>۰

di − b
∑
xi<۰

di = ۰

: طرفی از

yTDy = [(⃗j + x)− b(⃗j − x)]TD[(⃗j + x)− b(⃗j − x)] (۱۳ - ۲)

= (⃗j + x)TD(⃗j + x)− b(⃗j + x)D(⃗j − x)− b(⃗j − x)TD(⃗j + x) + b۲(⃗j − x)TD(⃗j − x)

=
∑
xi>۰

di + b۲ ∑
xi<۰

di = b
∑
xi<۰

di + b۲ ∑
xi<۰

di

= b(
∑
xi<۰

di + b
∑
xi<۰

di) = b⃗jTDj⃗

می رسیم: زیر بهینه سازی مسأله به ۱۳ - ۲ و ۱۲ - ۲ و ۱۱ - ۲ روابط دادن قرار هم باکنار

min
x

ncut(A,B) = min
y

yTLy

yTDy
(۱۴ - ۲)

where

yTDj⃗ = ۰

y(i) ∈ {۱,−b}

می کنیم فرض
r(y) =

yTLy

yTDy
= λ

y(i) ∈ {۱,−b} قید از را فوق سازی مینیمم مسأله به عبارتی یا بگیرد را حقیقی ای مقدار هر y کنیم فرض اگر
: می دهیم قرار صفر مساوی را y به نسبت r(y) مشتق کافیست ۱۵ - ۲ مسأله حل برای کنیم، آزاد

۳۳



▽r(y) =
۲Ly(yTDy)− ۲(yTLy)Dy

(yTDy)۲

=
۲Ly − ۲r(y)Dy

yTDy

= ۰

می رسیم: زیر تعمیم یافته ویژه دستگاه به که

Ly = λDy (۱۵ - ۲)

داریم: لذا می کنیم، تبدیل استاندارد ویژه دستگاه یک به را دستگاه این ابتدا ۱۵ - ۲ تعمیم یافته دستگاه حل برای

Ly = λDy =⇒ D− ۱
۲LD− ۱

۲D
۱
۲y = λD− ۱

۲Dy

z = D
۱
۲y می کنیم فرض

D− ۱
۲LD− ۱

۲ z = λz (۱۶ - ۲)

z و ویژه مقدار λ آن در که است استاندارد ویژه مقدار دستگاه یک فوق رابطه می کنید مشاهده که همانطور
λ = ۰ ویژه مقدار با ویژه بردار یک z۰ = D

۱
۲ j⃗ که می دهیم نشان است. D− ۱

۲LD− ۱
۲ ماتریس برای ویژه بردار

که کنیم ثابت کافیست منظور این برای می باشد. ۱۶ - ۲ دستگاه برای

(D− ۱
۲LD− ۱

۲ )z۰ = ۰

داریم: فوق رابطه در z۰ مقدار جایگذاری با

D− ۱
۲LD− ۱

۲D
۱
۲ j⃗ = D− ۱

۲ (D−W )D− ۱
۲D

۱
۲ j⃗ = D− ۱

۲ (D−W )⃗j = D− ۱
۲ (Dj⃗−Wj⃗) = D− ۱

۲ (⃗۰) = ۰

۳۴



می باشد. ۱۶ - ۲ دستگاه برای λ = ۰ ویژه مقدار با ویژه بردار یک z۰ = D
۱
۲ j⃗ پس

داریم: f دلخواه حقیقی بردار هر ازای به

fT (D− ۱
۲LD− ۱

۲ )f = fT (D− ۱
۲ (D −W )D− ۱

۲ )f

= fT (I −D− ۱
۲WD− ۱

۲ )f

= fTf − fT (D− ۱
۲WD− ۱

۲ )f

=
N∑
i=۱

f۲
i −

N∑
i,j=۱

fi√
di
Wi,j

fj√
dj

=
۱
۲(

N∑
i=۱

f۲
i − ۲

N∑
i,j=۱

fi√
di
Wi,j

fj√
dj

+
N∑
j=۱

f۲
j )

=
۱
۲(

N∑
i

di
f۲
i

di
− ۲

N∑
i,j=۱

fi√
di
Wi,j

fj√
dj

+
N∑
j=۱

dj
f۲
j

dj
)

=
۱
۲(

N∑
i,j=۱

Wi,j
f۲
i

di
− ۲

N∑
i,j=۱

fi√
di
Wi,j

fj√
dj

+
N∑

i,j=۱
Wi,j

f۲
j

dj
)

=
۱
۲

N∑
i,j=۱

Wi,j(
fi√
di

− fj√
dj
)۲

که می گیریم نتیجه هستند نامنفی ها Wij چون

∀f ∈ Rn : fT (D− ۱
۲LD− ۱

۲ )f ≥ ۰

ویژه بردار کوچکترین z۰ ،۲ - ۴ - ۱ قضیه به بنا پس است. مثبت معین نیمه D− ۱
۲LD− ۱

۲ متقارن ماتریس بنابراین
ویژه بردار کوچکترین دومین که z۱ به ویژه، عمودند. هم بر دستگاه این ویژه بردارهای همه و است ۱۶ - ۲ دستگاه

که: می گیریم نتیجه و است برقرار (۱۳ - ۳ - ۱) ریتز ریلی قضیه شرایط پس است عمود z۰ بر است

z۱ = argmin
z

zTD− ۱
۲LD− ۱

۲ z

zT z
(۱۷ - ۲)

است برابر مینیمم این ومقدار می باشد ۱۶ - ۲ دستگاه کننده مینیمم ویژه بردار اندیس نشان دهنده z۱ آن در که
که می گیریم نتیجه ۱۷ - ۲ رابطه از z = D

۱
۲y اینکه به توجه با .z۱ ویژه بردار با متناظر ویژه مقدار با

۳۵



y۱ = argmin
y

yTLy

yTDy
(۱۸ - ۲)

است. ۱۵ - ۲ ویژه دستگاه کننده مینیمم ویژه بردار اندیس نشان دهنده که
می رسیم: زیر نتایج به ۱۵ - ۲ ویژه دستگاه برای بالا مفاهیم سازی معادل با

است. صفر ویژه مقدار با ۱۵ - ۲ ویژه بردار کوچکترین y۰ = j⃗ .۱

چون .۲
۰ = zT۱ z۰ = (D

۱
۲y۱)T (D

۱
۲y۰) = yT۱ D

۱
۲D

۱
۲y۰ = yT۱ Dj⃗

است. برقرار است، ۱۵ - ۲ ویژه بردار کوچکترین دومین که y۱ ازای به yTDj⃗ = ۰ قید پس

جواب یک می شود، نامیده ۱ فیدلر بردار اصطلاح در که ۱۵ - ۲ دستگاه ویژه بردار کوچکترین دومین بنابراین
است. نرمال برش مسأله برای مقدار حقیقی

با فیدلر،می توان بردار یا ویژه بردار کوچکترین دومین از استفاده با مجزا خوشه دو به گراف کردن افراز از پس
واقع در کرد. تقسیم قسمت دو به را آمده به دست خوشه های از هرکدام ویژه بردار کوچکترین سومین از استفاده
گراف های بعدی کوچکتر ویژه بردار از استفاده با هربار که داد تعمیم صورت این به می توان را استدلال از خط این

باشند. دارا را افراز شرایط که کنیم افراز کوچکتر قسمتهای به را موجود

شود. می زده تقریب دیگر روشی با نرمال برش مسأله ادامه در
گرفته نظر در B و Aبخش زیر دو به گراف تقسیم برای ، (۵ - ۲) Ncutرابطه هدف تابع کار، این انجام برای

می زنیم. تقریب را نرمال برش مسأله سپس می کنیم اثبات و بیان را قضیه چند و (k = ۲)

شود: می تعریف زیر صورت به شاخص، بردار به عنوان f بردار .۱ - ۳ - ۲ یف تعر

fi =


√

vol(B)
vol(A)

اگر vi ∈ A

−
√

vol(A)
vol(B)

اگر vi ∈ B
(۱۹ - ۲)

آن از داده ها خوشه بندی برای بتوان آن مؤلفه های شدن مشخص از پس که است برداری شاخص، بردار از منظور
نمود. استفاده بردار

.۲ - ۳ - ۲ قضیه
۳۶



بندی گروه الگوریتم ۱ - ۲ یتم الگور
تصویر ورودی:

شده افراز شباهت گراف خروجی:
تصویر پیکسلهای از هریک که این صورت به بساز، ورودی تصویر روی از را G = (V,E) وزن دار گراف :۱
است رأس دو بین شباهت میزان بیان کننده که را گراف یال هر وزن و گرفته نظر در گراف رأس یک عنوان به را
خلاصه W و D به را اطلاعات و کن محاسبه شود گرفته نظر در تصویر پیکسل دو بین فاصله می تواند و

کن.
کن. حل لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر کوچکترین با متناظر ویژه بردارهای برای را Lx = λDx معادله :۲

کن. استفاده گراف افراز برای ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر ویژه بردار از :۳
قطعه بندی بخش های روی را بازگشتی افراز هست لازم اگر و بگیر تصمیم جاری افراز کردن تقسیم مورد در :۴

بده. انجام شده

fTLf = vol(V )Ncut(A,B)

دهیم. می بسط را fTLf رابطه ،(۱۹ - ۲ (رابطه شاخص بردار تعریف و ۲ - ۴ - ۱ قضیه از استفاده با برهان.

fTLf =
۱
۲

N∑
i,j=۱

wi,j(fi − fj)
۲

=
۱
۲

∑
i∈A,j∈B

wi,j(

√
vol(B)

vol(A)
+

√
vol(A)

vol(B)
)۲ +

۱
۲

∑
i∈B,j∈A

wi,j(−

√
vol(B)

vol(A)
−

√
vol(A)

vol(B)
)۲

= cut(A,B)(
vol(B)

vol(A)
+

vol(A)

vol(B)
+ ۲)

= cut(A,B)(
vol(A) + vol(B)

vol(B)
+

vol(A) + vol(B)

vol(A)
)

= vol(V )Ncut(A,B)

fTDf = vol(V ) .۳ - ۳ - ۲ قضیه

۳۷



برهان.

fTDf = [f۱, ..., fN ]×



d۱۱

d۲۲
. . .

dNN


×



f۱

f۲
...
fN


=

∑
i∈A

fidiifi +
∑
i∈Ā

fidiifi

=
∑
i∈A

dii(
vol(Ā)

vol(A)
) +

∑
i∈Ā

dii(
vol(A)

vol(Ā)
)

= vol(A)(
vol(Ā)

vol(A)
) + vol(Ā)(

vol(A)

vol(Ā)
)

= vol(V )

(Df)T ۱ = ۰ .۴ - ۳ - ۲ قضیه

برهان.

(Df)T ۱ = [f۱, ..., fN ]×



d۱۱

d۲۲
. . .

dNN


×



۱
۱
...
۱


=

∑
i∈A

dii

√
vol(Ā)

vol(A)
−

∑
i∈Ā

dii

√
vol(A)

vol(Ā)

= vol(A)

√
vol(Ā)

vol(A)
− vol(Ā)

√
vol(A)

vol(Ā)

=
√
vol(A)vol(Ā)−

√
vol(Ā)vol(A)

= ۰

۳۸



این برای داد. قرار بررسی مورد زیر صورت به را نرمال برش مسأله می توان فوق شده ذکر قضایای به توجه با
می کنیم: بازنویسی زیر صورت به را ۵ - ۲ رابطه منظور

ncut(A,B) =
cut(A,B)

vol(A)
+

cut(A,B)

vol(B)
(۲۰ - ۲)

=
vol(V )

vol(V )
(
cut(A,B)

vol(A)
+

cut(A,B)

vol(B)
)

=
vol(A) + vol(B)

vol(V )
(
cut(A,B)

vol(A)
+

cut(A,B)

vol(B)
)

=
cut(A,B)

vol(V )
(۲ +

vol(A)

vol(B)
+

vol(B)

vol(A)
)

=
cut(A,B)

vol(V )
(

√
vol(A)

vol(B)
+

√
vol(B)

vol(A)
)۲

می شود مشاهده ۲ - ۳ - ۲ قضیه از استفاده با

cut(A,B)(

√
vol(A)

vol(B)
+

√
vol(B)

vol(A)
)۲ = fTLf

می آید. بدست fTLf = vol(V )Ncut(A,B) معادله ۲۰ - ۲ رابطه در مقدار این جایگذاری با
نوشت: زیر صورت به را معادله این می توان

Ncut(A,B) =
fTLf

vol(V )
(۲۱ - ۲)

خواهیم بنابراین می شود. جایگذاری ۲۱ - ۲ رابطه در vol(V ) متناظر مقدار ۳ - ۳ - ۲ قضیه از استفاده با
داشت:

Ncut(A,B) =
fTLf

fTDf

زیر سازی بهینه مسأله صورت به نرمال برش مسئله بنابراین است. برقرار همواره نیز ۴ - ۳ - ۲ قضیه طرفی از
می شود: تعریف
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minNcut(A,B) = min
fTLf

fTDf
(۲۲ - ۲)

s.t.

(Df)T j⃗ = ۰

حقیقی برداری f و نموده نظر صرف گسسته مقادیر به f بودن مقید از ۲۲ - ۲ رابطه در و شود ساده مسئله اگر
در را کسر مقدار مینیمم Lf = λDf تعمیم یافته تجزیه ویژه دستگاه نمودن حل با می توان شود، گرفته درنظر
حل چطور دهیم می نشان ابتدا شود. برقرار می بایست نیز (Df)T j⃗ = ۰ قید اما آورد دست به ۲۲ - ۲ رابطه
بحث (Df)T j⃗ = ۰ قید برقراری نحوه درباره سپس می شود تعمیم یافته ویژه دستگاه به منجر نرمال برش مسئله
r(f) = fTLf

fTDf
هدف تابع مقدار بتواند که است صورتی به f بردار یافتن هدف نرمال برش مسأله در می شود.

گرفت: مشتق f به نسبت Ncut تابع از باید بنابراین نماید. رامینیمم

▽r(f) =
۲Lf(fTDf)− ۲(fTLf)Df

(fTDf)۲ =
۲Lf − ۲r(f)Df

fTDf
= ۰

داشت: خواهیم نتیجه در
Lf = r(f)Df

می شود. منتهی L ماتریس برای تعمیم یافته ویژه تجزیه دستگاه به مشتق جواب می شود مشاهده که همانطور
نوشت: می توان .r(f) = λ می شود داده نمایش λ با و است ویژه مقدار واقع در r(f)

Lf = λDf (۲۳ - ۲)

دادن نشان برای می شود. برآورده خود به خود ۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه حل با (Df)T j⃗ = ۰ قید
متغیر کار، این انجام برای نوشته شود. استاندارد ویژه مسئله یک صورت به ۲۳ - ۲ دستگاه باید موضوع، این

می کنیم: جایگذاری ۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه در و کرده تعریف را g = D
۱
۲f

LD− ۱
۲ g = λDD− ۱

۲ g =⇒ LD− ۱
۲ g = λD

۱
۲ g =⇒ D− ۱

۲LD− ۱
۲ g = λg

۴۰



استاندارد ویژه دستگاه لذا

(D− ۱
۲LD− ۱

۲ )g = λg (۲۴ - ۲)

می باشند. (D− ۱
۲LD− ۱

۲ ) ماتریس برای ویژه بردار g و ویژه مقدار λ آن در که می آوریم دست به را
این برای می باشد. ۲۴ - ۲ دستگاه برای λ = ۰ ویژه مقدار با ویژه بردار یک g۰ = D

۱
۲ j⃗ که می دهیم نشان

که کنیم ثابت کافیست منظور
(D− ۱

۲LD− ۱
۲ )g۰ = ۰

داریم: فوق رابطه در g۰ مقدار جایگذاری با

D− ۱
۲LD− ۱

۲D
۱
۲ j⃗ = D− ۱

۲ (D−W )D− ۱
۲D

۱
۲ j⃗ = D− ۱

۲ (D−W )⃗j = D− ۱
۲ (Dj⃗−Wj⃗) = D− ۱

۲ (⃗۰) = ۰

۲ - ۴ - ۱ قضیه به توجه با می باشد. ۲۴ - ۲ دستگاه برای λ = ۰ ویژه مقدار با ویژه بردار یک g۰ = D
۱
۲ j⃗ پس

نیمه معین −Dنیز ۱
۲LD− ۱

۲ پس است، صفر همیشه آن ویژه مقدار کوچکترین و است مثبت معین ماتریسLنیمه
می باشد. ۲۴ - ۲ دستگاه ویژه بردار g۰کوچکترین و بود خواهند نامنفی آن ویژه مقادیر همه لذا است متقارن و مثبت
۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه ویژه بردار کوچکترین نیز f۰ = D− ۱

۲ g۰ = D− ۱
۲D

۱
۲ j⃗ = j⃗ همچنین

داریم: هستند، عمود یکدیگر بر ۲۴ - ۲ دستگاه ویژه بردارهای چون بود. خواهد

gT۱ g۰ = ۰ ⇒ (D
۱
۲f۱)TD

۱
۲ j⃗ = fT

۱ Dj⃗ = ۰

قید که می گیریم نتیجه پس است ۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه ویژه بردار کوچکترین دومین f۱ آن در که
داریم: (۱۳ - ۳ - ۱) ریتز ریلی قضیه از استفاده با است عمود g۰ بر g۱ چون است. برقرار f۱ ازای به (Df)T j⃗ = ۰

g۱ = argmin
g

gTD− ۱
۲LD− ۱

۲ g

gTg
(۲۵ - ۲)

نتیجه در و

۴۱



بال بیس بازی از خاکستری سطح تصویر یک :۵ - ۲ شکل

f۱ = argmin
g

fTLf

fTDf
(۲۶ - ۲)

بود. خواهد نرمال برش تقریب مسئله جواب ۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه ویژه بردار کوچکترین دومین بنابراین

قطعه بندی برای دهد. می نشان دهیم انجام را بندی قطعه آن روی داریم قصد که تصویر یک ۵ - ۲ شکل
می کنیم: عمل زیر صورت به ۵ - ۲ تصویر

پیکسل دو بین پیوند و رأس یک عنوان به تصویر از پیکسل هر گرفتن نظر در با را G = (V,E) گراف ابتدا
دو بودن متعلق احتمال نشان دهنده یال هر وزن درحالیکه می کنیم ایجاد متناظر رئوس دهنده اتصال یال عنوان به
اتصال دهنده یال آنها،وزن مکانی موقعیت و پیکسل ها روشنایی مقدار از استفاده با می باشد. شی ء یک به پیکسل

می کنیم: تعریف زیر بصورت را گراف jوi رأس دو

Wij = e
−||F (i)−F (j)||۲۲

σI
۲ ∗

 e
−||X(i)−X(j)||۲۲

σX
۲ if ||X(i)−X(j)||۲۲ < r

۰ if otherwise
(۲۷ - ۲)

σX و σI می باشند. ام i پیکسل مکانی موقعیت و روشنایی شدت میزان ترتیب به X(i) و F (i) آن در که
عبارت به هستند، پیکسل دو مکانی فاصله اختلاف و روشنایی شدت اختلاف نرمال توابع با مرتبط معیار انحراف
پیکسل دو مکانی فاصله و روشنایی شدت اختلاف افزایش با را شباهت تابع کاهش سرعت پارامترها این دیگر

کنید. حل را ۲۳ - ۲ دستگاه ویژه مقادیر کوچکترین با متناظر ویژه بردارهای برای کنند. می کنترل
تعمیم ویژه دستگاه برای ۵ - ۲ تصویر بندی قطعه برای شده محاسبه ویژه بردارهای کوچکترین ۶ - ۲ شکل

می دهد. نشان را ۲۷ - ۲ رابطه در شده تعریف وزن ماتریس با یافته
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کوچکترین سومین (ج)
ویژه بردار

کوچکترین دومین (ب)
ویژه بردار

کوچکترین نمودار (آ)
ویژه دستگاه ویژه بردارهای

۱۲ - ۲ تعمیم یافته

کوچکترین ششمین (و)
ویژه بردار

کوچکترین پنجمین (ه)
ویژه بردار

کوچکترین چهارمین (د)
ویژه بردار

کوچکترین نهمین (ط)
ویژه بردار

کوچکترین هشتمین (ح)
ویژه بردار

کوچکترین هفتمین (ز)
ویژه بردار

۵ - ۲ شکل تصویر شباهت گراف لاپلاسین ماتریس ویژه بردار کوچکترین نهمین تا دومین از استفاده :۶ - ۲ شکل
آن قطعه بندی برای

کنیم، می افراز قسمت دو به ویژه، بردار کوچکترین ازدومین استفاده با را گراف ویژه، بردارهای محاسبه از بعد
دهد، می نشان را گراف افراز چگونگی مقدارها علامت و است گسسته مقادیر دارای ویژه بردار ایده ئال، حالت در
خوشه درون دارند منفی علامت که داده هایی و خوشه یک در دارند مثبت علامت که داده هایی که صورت بدین

می شود. تقسیم مجزا خوشه دو به گراف ترتیب بدین و گیرند می قرار دیگر
نیاز قسمت، دو به گراف کردن افراز برای صورت این در بگیرند پیوسته مقادیر می توانند ویژه بهرحال،بردارهای
را جداکننده نقطه می توان دارد. وجود جداکننده نقطه انتخاب برای مختلفی داریم.راههای کننده جدا نقطه یک به
Ncut(A,B)مقدار بهترین که پرداخت ای جداکننده نقطه جستجوی به یا گرفت نظر در نقاط میانه مقدار یا صفر

باشد. داشته را
می کنیم اجرا بدست آمده افراز دو روی را الگوریتم بازگشتی طور به شد، افراز قسمت دو به گراف اینکه از پس

کنیم. می استفاده شده ایجاد زیرگرافهای افراز برای بعدی ویژه بردارهای از یا
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بازگشتی دوتایی Ncut الگوریتم ۲ - ۲ یتم الگور
شباهت گراف صورت به ویژگیها از مجموعه ای ورودی:

شده افراز شباهت گراف خروجی:
کن. ایجاد را W و D ماتریسهای و کن محاسبه را یال هر وزن بساز، را G = (V,E) وزن دار گراف

بساز. را ۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه :۲
جداکننده ای نقطه کردن پیدا وسیله به گراف افراز برای را ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر ویژه بردار

کن. پیدا دارد، را Ncut مقدار کمترین که
بده. انجام گراف نیاز مورد قطعات به رسیدن تا بازگشتی بصورت را افراز :۴

ویژه بردار چند با همزمان تایی k برش ۴ - ۲

داد. انجام چندگانه و بازگشتی روش دو به را کار این می توان تایی k خوشه بندی یک انجام برای
استفاده گراف افراز برای همزمان به طور لاپلاسین ماتریس ویژه بردار k از چندگانه طیفی بندی خوشه در
مقادیر کوچکترین از تا k با متناظر ویژه بردارهای ابتدا روش این در می شود. نامیده تایی k افراز که [۱۷] می شود
این بر که می گیرد انجام ام k تا دوم ویژه بردارهای در داده ها علامت براساس یا خوشه بندی و شده انتخاب ویژه

گرفت. خواهند قرار گروه یک در باشد، یکسان آنها برای بردار k این روی علامت تغییر که داده هایی اساس،
است نیاز با متناسب خوشه ها تعداد آیا که می شود بررسی خوشه دو به داده ها تقسیم از بعد بازگشتی، روش در
تعداد به رسیدن تا و می شود اعمال آمده بدست خوشه های زیر روی بر مجددا فرآیند همین باشد، لازم اگر خیر. یا

می یابد. ادامه کار مطلوب خوشه

طیفی بندی خوشه های یتم الگور ۵ - ۲

زیادی مزایای ،[۱] K-means مانند مرسوم خوشه بندی الگوریتم های مقابل در طیفی خوشه بندی الگوریتم های
داشته ساده تری پیاده سازی و اجرا این، بر علاوه می باشد. بهتر بسیار الگوریتم ها این نتایج موارد اغلب در و دارند
تفسیر قابل به خوبی جبرخطی روش های از استفاده با همچنین دارند. تنگاتنگی رابطه [۷] گراف طیفی نظریه با و

می باشند. حل و
چون می کنیم. افراز را گراف گراف، یک لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای از استفاده با الگوریتم ها این در
را اطلاعاتی هیچ ویژه مقدار این با متناظر واحد ویژه بردار و است صفر لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار کوچکترین
صورت بدین می کنیم. استفاده افراز برای ( فیدلر (بردار دوم وبژه بردار از بنابراین نمی دهد. گراف ساختار مورد در
دومین با ادامه در شده ذکر الگوریتم های تمام می آید. به دست افراز دو آنها، میانه بر آن عناصر کردن تقسیم با که
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مجموعه که معنی این به دارند سروکار گراف کردن دوبخشی با و می کنند (بردارفیدلر)کار ویژه بردار کوچکترین
به می توان را الگوریتم ها این گراف، بیشتر قطعات آوردن بدست برای می کنند. تقسیم مجزا مجموعه دو به را V
هدف، حقیقت در باشد. موردنظر تعداد به و کوچک کافی اندازه به قطعات زمانیکه تا برد کار به بازگشتی صورت
به را G گراف E از ET حذف بطوریکه دارد را وزن کمترین که E از زیرمجموعه ای - ET مجزای یال کردن پیدا

است. می کند- تقسیم V۲ و V۱ ترتیب به رئوس با G۲ و G۱ هم از جدا گراف زیر دو
می دهیم. شرح ادامه در را ET مجزای یال آوردن بدست طریقه

بردار کوچکترین دومین v⃗ = (v۰, v۱, ..., vn) کنید فرض بگیرید، نظر در را G = (V,E) همبند گراف
دفعات تعداد ۳ - ۴ - ۱ قضیه به بنا است همبند گراف، چون باشد، G گراف ( (بردارفیدلر لاپلاسین ماتریس ویژه

است. صفر از بزرگتر آن ویژه مقدار دومین لذا است بار یک لاپلاسین، ماتریس صفر ویژه مقدار تکرار
و فیدلر بردار از استفاده با را G رئوس بطوریکه است s کننده تفکیک مقدار یک کردن پیدا طیفی افراز ایده
فیدلر بردار عناصر از هریک به را گراف رئوس از هریک ابتدا که صورت این به کنیم. افراز sبرای بدست آمده مقدار
رئوس و مجموعه یک به را vi ≤ s با متناظر رئوس s آوردن به دست از بعد و دهیم می انتساب لاپلاسین ماتریس
و V۱رئوس از مجموعه دو به را G رئوس واقع، در می دهیم. اختصاص دیگر مجموعه یک به vi ≥ s با متناظر
یکی است. vi ≥ s به مربوط مجموعه دومین viو ≤ sبه مربوط رئوس از مجموعه اولین که می کنیم تفکیک V۲

میانه با مساوی جزء یک فقط اگر کنیم. حساب را فیدلر بردار عناصر میانه که است این s آوردن بدست  راههای از
وجود میانه با مساوی جزء چندین اگر و است متفاوت عدد یک در حداکثر V۲ و V۱ سایز آنگاه باشد داشته وجود
عدد یک در حداکثر V۲ و V۱ سایز که دهیم می اختصاص V۲ و V۱ به طوری را ها رأس دلخواه طور به باشد داشته

باشند. داشته فرق
همچنین و هستند مجاور V۲ در رئوس بعضی با که است V۱از رئوسی مجموعه دهنده نشان V T

۱ کنید فرض
هر با یال ها مجموعه E۱را هستند. مجاور V۱ در رئوس بعضی با که است V۲ از رئوسی مجموعه دهنده نشان V T

۲

ET ∈ E کنید فرض .V۲ در انتهایی رأس دو هر با یال ها مجموعه را E۲ و بگیرید نظر در V۱ در انتهایی رأس دو
است G در کننده جدا یال یک ET بنابراین باشد. V T

۲ در رأس یک و V T
۱ در رأس یک با G یال های مجموعه

جدا رأس دو کننده جدا یال هر برای بنابراین هستند. ET جداکننده یال با متناظر جداکننده رئوس V T
۲ و V T

۱ و
نداریم. کاری جداکننده رئوس این به ما صورت هر در دارد. وجود کننده

هست. n
k

با برابر تقریبا اندازه از مجزا زیرمجموعه k به آن رئوس کردن تقسیم Gگراف تایی k افراز
بدست نظر مورد گراف زیر k تعداد زمانیکه تا G گراف روی را طیفی دوبخشی الگوریتم منظور این برای

می دهیم. انجام بیاید
توانی k اگر و می کنیم استفاده ساده بازگشتی طیفی دوبخشی از باشد دو از توانی k اگر دارد: وجود حالت دو
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طیفی دو بخشی ۳ - ۲ یتم الگور
G = (V,E)گراف ورودی:

G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گرافهای خروجی:
بیاور. بدست را (۴ - ۱) گراف لاپلاسین ماتریس

((G)گراف لاپلاسین ماتریس ویژه بردار کوچکترین (دومین کن. محاسبه را v فیدلر بردار
کن. پیدا را vمیانه :۳

G از i رأس هر برای
بگذار. V۱ افراز در را i رأس vi ≤ median اگر

بگذار. V۲ افراز در را i رأس اینصورت غیر در
تفاوت اینکه برای کن منتقل V۲ به V۱ از را میانه با مساوی اجزای با رئوس از تعدادی |V۱ − V۲| > ۱ اگر

برسد. واحد یک حداکثر به V۲ و V۱ مجموعه های اندازه
آور. بدست را ET جداکننده یال :۶

بساز. را G۲ = (V۲, E۲)و G۱ = (V۱, E۱) گرافهای

بازگشتی طیفی بخشی دو ۴ - ۲ یتم الگور
نظر) مورد افرازهای (تعداد k صحیح عدد ؛یک G = (V,E)گراف ورودی:

Gk = (Vk, Ek) و...و G۱ = (V۱, E۱) گرافهای خروجی:
k
۲ > ۱ اگر :۱

(G۱, k/۲) بازگشتی بخشی دو
(G۲, k/۲) بازگشتی بخشی دو
Gkو...و G۱ افرازهای برگرداندن :۲

پایان :۳

می کنیم. استفاده شده اصلاح بازگشتی طیفی بخشی دو از نباشد دو از

مشکل و گرفته اند قرار توجه مورد قبول قابل سرعت و ساده اجرای به دلیل طیفی خوشه بندی الگوریتم های
نمود: دسته بندی گروه سه در می توان را الگوریتم ها این ندارند. نیز را محلی بهینه های

می شود افراز قسمت دو به داده مجموعه ویژه بردار یک از استفاده با الگوریتم ها این در :۱ بازگشتی طیفی •
می گردد. تکرار مطلوب خوشه تعداد به رسیدن تا بازگشتی صورت به روند این جزء هر برای و و

و می شود استفاده همزمان صورت به ویژه بردار چند از خوشه بندی برای روش این در :۲ چندگانه طیفی •
می شوند. افراز موردنظر خوشه تعداد به مستقیما داده ها

۱Recursive spectral ۲Multiway spectral
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شده اصلاح طیفی دوبخشی ۵ - ۲ یتم الگور
(|V۱| اندازه (از چارک G؛ = (V,E) گراف ورودی:

|V۲| = |V | − |V۱| و |V۱| ترتیب به های اندازه از G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گرافهای خروجی:
کن. محاسبه را (۴ - ۱) گراف لاپلاسین ماتریس v ویژه بردار :۱

کن. محاسبه را v چارک :۲
G از i رأس هر برای :۳

بده قرار V۱ افراز در را i رأس آنگاه vi ≤ چارک اگر
بده قرار V۲ افراز در را i رأس اینصورت غیر در

تفاوت اینکه برای کن منتقل V۲ به V۱ از را باچارک مساوی اجزای با رئوس از تعدادی |V۱ − V۲| > ۱ اگر :۴
برسد. واحد یک حداکثر به V۲ و V۱ مجموعه های اندازه

آور. بدست را ET مجزای یال :۵
بساز. را G۲ = (V۲, E۲)و G۱ = (V۱, E۱) گرافهای :۶

طیفی الگوریتم های با رابطه در و می کنند خوشه بندی سریع را داده ها که ساده الگوریتم های :۱ غیرطیفی •
.[۱۹] می روند به کار چندگانه

.

نرمال برش یتم الگور ۱ - ۵ - ۲

که آنچه طبق را نرمال برش معیار و است شده ارائه تصاویر قطعه بندی برای ۲ مالیک و شی توسط الگوریتم این
مسئله این ساده سازی و گراف برش و افراز مسئله به ۳ - ۲ قسمت در نمودند. معرفی شد، ارائه ۳ - ۲ - ۲ بخش در
ویژه بردارهای از می توان نرمال برش مسئله حل برای گردید، بحث ۱ - ۳ - ۲ بخش در که همانطور شد. پرداخته
g = D

۱
۲f گرفتن نظر در با ۲۴ - ۲ استاندارد ویژه دستگاه ویژه بردارهای یا و ۲۳ - ۲ تعمیم یافته ویژه دستگاه

نمود. استفاده

کرنلی خوشه بندی ۶ - ۲

شده ارائه جداساز غیرخطی ابرصفحات تولید برای خوشه بندی الگوریتم های از بسیاری کرنل بر مبتنی نسخه
منسجم تر و واضح تر خوشه ها تا می رود انتظار غیرخطی فضای به ورودی فضای تبدیل با الگوریتم ها این در است.

.[۲۰] دارد وجود تنگاتنگی ارتباط کرنلی و طیفی خوشه بندی روش های بین باشند.
۱Non spectral ۲Shi & Malik
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تعمیم یافته ویژه دستگاه ویژه بردارهای از استفاده با نرمال برش الگوریتم ۶ - ۲ یتم الگور
تصویر ورودی:

شده خوشه بندی گراف خروجی:
زیر رابطه و ها داده شباهت مفهوم از استفاده با G(V,A) وزندار گراف ساخت :۱

aij = exp(−||fi − fj||۲

۲σ۲
۱

)×

exp(− ||xi−xj ||۲
۲σ۲

۲
) if ||xi − xj|| < R

۰ otherwise
(۲۸ - ۲)

خواستگاه به توجه با ) غیره و روشنایی مانند پیکسل صفات از ویژگی بردار fi و پیکسل امین iموقعیتxi که
توجه با را شباهت ماتریس تنکی میزان می توان R آستانه حد کمک با می باشد. درتصاویر) روش این اولیه

کرد. تعیین اثرگذار همسایه پیکسل های تعداد به
D درجه ماتریس محاسبه :۲

غیرنرمال لاپلاسین ماتریس محاسبه :۳
تعمیم یافته ویژه دستگاه برای λj ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر ویژه بردار دومین محاسبه :۴

Lf = λDf

می باشند فیدلر بردار هم علامت درایه های با متناظر که گراف از رئوسی که صورت گرافGبدین قطعه بندی :۵
می گیرند. قرار خوشه یک درون

استاندارد ویژه دستگاه ویژه بردارهای از استفاده با نرمال برش الگوریتم ۷ - ۲ یتم الگور
گراف صورت به تصویر ورودی:
شده خوشه بندی گراف خروجی:

۱۵ - ۲ رابطه و ها داده شباهت مفهوم از استفاده با G(V,A) وزندار گراف ساخت :۱
D درجه ماتریس محاسبه :۲

۲ - ۳ رابطه از استفاده با لاپلاسین ماتریس محاسبه :۳
ویژه دستگاه برای λj ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر ویژه بردار دومین محاسبه :۴

D− ۱
۲LD− ۱

۲ g = λg

از استفاده با G گراف بندی قطعه و f = D− ۱
۲ g تبدیل انجام و ۴ گام از آمده بدست g بردار از استفاده :۵

حاصل. f بردار
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۳ فصل

،خوشه بندی کرنلی K-means به متحد نگاه
گراف برش و طیفی

مقدمه ۱ - ۳

خوشه بندی روش بیان به سپس داده توضیح را [۱] kmeansخوشه بندی روش خلاصه صورت به ابتدا فصل این در
طیفی خوشه بندی الگوریتم های با آن قرابت علت به کرنلی خوشه بندی الگوریتم های دسته از ۱ کرنلی kmeans
متفاوت هم با ظاهری لحاظ از که گراف افراز و کرنلی K-meansروش دو که می دهیم نشان ادامه در و می پردازیم

می باشند. ارز هم نیستند، جداپذیر خطی طور به که داده هایی بندی خوشه برای می باشند،

نظر از [۲۲] در می باشد. غیرخطی فضای در Kmeans تعمیم یافته نسخه [۲۱] کرنلی Kmeans الگوریتم
با آن ارتباط و می باشد وزن دار گراف یک افراز با معادل روش این وزن دار نسخه که است شده اثبات ریاضی

است. شده بررسی طیفی خوشه بندی

هستند جداپذیر خطی طور به که هایی داده هستیم: مواجه داده نوع دو با ها داده بندی خوشه در کلی طور به
می باشند جداپذیر خطی طور به که داده هایی بندی خوشه برای نیستند. جداپذیر خطی طور به که هایی داده و
طور به که داده هایی بندی خوشه برای و کرد استفاده [۱] K-meansروش و طیفی خوشه بندی روشهای از می توان
روشهای با سپس داد نگاشت بالاتر ابعاد با فضای یک به را داده ها می توان کار راحتی برای نیستند جداپذیر خطی

پرداخت. آنها خوشه بندی به موجود
۱Kernel Kmeans
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جداپذیرخطی داده نمونه یک :۱ - ۳ شکل

جداناپذیرخطی داده نمونه یک :۲ - ۳ شکل

است. [۲۳] استاندارد K-means الگوریتم شده تعمیم داده [۲۱] کرنلی K-means الگوریتم
ورودی فضای در که خوشه هایی بالاتر، ابعاد با فضایی به داده ها نگاشت با کرنلی K-means الگوریتم

می کند. پیدا را نیستند خطی جدایی پذیر داده ها، (اولیه)
تابع حل برای طیفی روش های دارند. تمرکز گراف یک رأس های خوشه بندی روی گراف افراز الگوریتم های

می شوند. استفاده [۱۷] شده نرمال برش و [۱۶] برش نسبت مثال عنوان به گراف افراز هدف
روش های بالعکس و نمود استفاده گراف افراز هدف تابع بهینه سازی برای می  توان وزن دار کرنلی K-means از

شوند. گرفته  کار به کرنلی K-means برای طیفی
محاسبه را بزرگ ماتریس یک ویژه بردارهای بخواهیم اگر (مثلا است سخت ویژه، بردارهای محاسبه زمانیکه

است. طیفی روش های از مطلوب تر وزن دار کرنلی K-means الگوریتم کنیم)،
K- از می توان نقاط، کرنل ماتریس مناسب انتخاب با که دهد می نشان شده انجام تحلیل های و تجزیه

برش، نسبت هدف تابع مانند گراف افراز مسأله هدف های تابع به بخشیدن بهبود برای وزن دار کرنلی means
نمود. استفاده و... وابستگی شده،نسبت نرمال برش
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K-means یتم الگور ۱ - ۱ - ۳

kنام به پارامتر یک دارای الگوریتم این [۱] است سریع و ساده بندی خوشه های روش از الگوریتمK-meansیکی
است: زیر صورت به الگوریتمK-meansپایه کند. می مشخص را آید به دست باید که هایی خوشه تعداد که است

و می کنیم تعیین را خوشه ها مرکز با داده ها بقیه فواصل سپس می کنیم، انتخاب خوشه مرکز عنوان به را داده k
مرکز عنوان به را خوشه هر میانگین می دهیم. قرار خوشه آن در را هستند نزدیک تر خوشه هر مرکز به که داده هایی

بمانند. باقی تغییر بدون خوشه ها که می دهیم ادامه زمانی تا را مراحل این می کنیم انتخاب خوشه جدید
دلیل، همین به شوند. می گزینش اولیه های نمونه میان از تصادفی صورت به اولیه خوشه های مرکز معمول، طور به
می شود موجب موضوع این باشند. متفاوت می توانند K-means مستقل خوشه بندی دو در اولیه خوشه های مرکز
سراسری بهینه به همواره بنابراین باشند. متفاوت هم مختلفK-meansبا اجرای دو از مانده جا به خوشه های که
گوناگون فاصله ی معیارهای از می توان K-means الگوریتم در برسد. محلی بهینه به است ممکن اما رسد نمی

شوند. خوشه بندی باید که دارد داده هایی نوع به بستگی معیار آن کارگیری به بدی یا خوبی و گرفت بهره

با داده m را ماتریس این K-means بدهیم K-means به ورودی عنوان به را m ∗ n ماتریس یک اگر
که شرط این با می کند تقسیم دسته دو به را داده ها بگیریم نظر در دو را K اگر و می گیرد نظر در nخصوصیت
در آنها با متناظر سطر یعنی باشد نزدیکتر یکدیگر به آنها خصوصیات که می گیرند قرار دسته یک در اعضایی

باشد. داشته یکدیگر به بیشتری شباهت ورودی ماتریس

π۱, π۲, ..., πk خوشه های کردن پیدا الگوریتمK-meansبرای بگیرید، نظر در ,a۱را a۲, ..., an بردار مجموعه
رود: می به کار زیر تابع کردن min از استفاده با

D({πc}kc=۱) =
k∑

c=۱

∑
ai∈πc

||ai −mc||۲

می شود. داده نمایش πc با خوشه امین c و است ام c خوشه میانگین نشان دهنده mc =
∑

ai∈πt
ai

|πc| آن در که
ازمتر اینکه دلیل به می کند، جدا هم از ابرصفحه یک با را خوشه ها که است این استاندارد K-means اشکال
داده هایی می تواند K-meansفقط الگوریتم بنابراین می کند، استفاده نقاط بین فاصله آوردن بدست  برای اقلیدسی
نیستند جداپذیر خطی طور به که داده هایی خوشه بندی یرای کند. خوشه بندی هستند، جداپذیر خطی طور به که را
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[۱] K-meansالگوریتم ۱ - ۳ یتم الگور
ها دسته تعداد kو داده n خصوصیات ورودی:

دورند. دیگر های دسته از و نزدیک هم به شباهت نظر از دسته هر های داده که دسته k خروجی:
. کنیم می انتخاب خوشه مرکز عنوان به را داده k :۱

. کنیم می تکرار ها خوشه در تغییر عدم به رسیدن تا را پنجم تا سوم مرحله :۲
کنیم. می تعیین را ها خوشه مرکز با ها داده بقیه فواصل :۳

گیرند می قرار خوشه آن در نزدیکترند خوشه هر مرکز به که هایی داده :۴
گیریم. می نظر در خوشه جدید مرکز عنوان به را خوشه هر میانگین :۵

کرد. استفاده کرنلی K-means روش از می توان

کرنلی K-means ۲ - ۳

از بعد می کند. استفاده بالاتر بعد با ویژگی فضای یک به نقاط نگاشت برای تابع یک از کرنلی K-means

داده نگاشت بالاتر) بعد با (فضای ویژگی فضای به کرنلی K-means الگوریتم موردنظر تابع توسط نقاط اینکه
جداکننده های با جدید فضای این در خطی جداکننده های ویژگی، فضای این K-meansدر شدن اعمال با شدند،

متناظرند. (اولیه) ورودی فضای در غیرخطی
شود: می نوشته زیر رابطه مینیمم سازی بصورت کرنلی K-means هدف تابع

D({πc}kc=۱) =
k∑

c=۱

∑
ai∈πc

||ϕ(ai)−mc||۲ (۱ - ۳)

داده نمایش πc با خوشه امین c و است ام c خوشه میانگین نشان دهنده mc =
∑

ai∈πc
ϕ(ai)

|πc| آن در که
می شود.

داریم: (۱ - ۳) کرنلی K-means هدف تابع در mc مقدار گذاشتن با

||ϕ(ai)−mc||۲ = ||ϕ(ai)−
∑

ai∈πc
ϕ(ai)

|πc|
||۲ (۲ - ۳)

= ϕ(ai).ϕ(ai)−
۲∑

aj∈πc
ϕ(ai).ϕ(aj)

|πc|
+

∑
aj ,al∈πc

ϕ(aj).ϕ(al)

|πc|۲
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محاسبه برای بردارها داخلی حاصلضرب از بنابراین می دهد. نشان را ام c خوشه اعضای تعداد |πc| آن در که
طوریکه بگیریم نظر در را K کرنل ماتریس اگر لذا می شود. استفاده خوشه مرکز تا نقطه یک اقلیدسی فاصله

Kij = ϕ(ai).ϕ(aj)

کرد. محاسبه ϕ تابع ضابطه دانستن بدون را خوشه ها مراکز تا نقاط بین فاصله می توان
.[۲۴] شود گرفته نظر در کرنل ماتریس یک عنوان به می تواند K مثبت معین نیمه ماتریس هر

می استفاده بردارها داخلی حاصلضرب از استفاده با ویژگی فضای به اصلی نقاط نگاشت برای K کرنل تابع
شود.

K(ai, aj) = Ki,j

شود: نوشته زیر بصورت می تواند ۲ - ۳ رابطه لذا

||ϕ(ai)−mc||۲ = kij −
۲∑

aj∈πc
kij

|πc|
+

∑
aj ,al∈πc

kjl

|πc|۲
(۳ - ۳)

وزندار کرنلی K-means ۳ - ۳

دید خواهید ادامه در که همانطور می شود، داده اختصاص وزن یک داده مجموعه نقاط از هریک به روش، این در
افرازگراف هدف های تابع و کرنلی K-means هدف تابع هم ارزی دادن نشان  در را حیاتی نقش یک وزن ها این

می کنند. بازی
می شود: بیان زیر به صورت وزندار کرنلی K-means هدف تابع

minD({πc}kc=۱) = min
k∑

c=۱

∑
ai∈πc

wi||ϕ(ai)−mc||۲

به زیر صورت به خوشه مرکز بهترین و است ام i نقطه وزن wi ≥ ۰ و mc =
∑

ai∈πc
wiϕ(ai)∑

ai∈πc
wi

آن در که
می آید:  دست

mc = argmin
z

∑
ai∈πc

wi||ϕ(ai)− z||۲
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آن در که
z = {mcj}tj=۱

است. الگوریتم تکرارهای تعداد t و الگوریتم تکرارهای طی در ام c خوشه  برای آمده دست به مراکز حاوی بردار
استفاده داخلی حاصلضرب از فقط خوشه  مرکز تا نقاط فاصله  محاسبه برای شد، گفته قبلا که همانطور

داریم: ||ϕ(ai)−mc||۲ در mc جایگذاری با می کنیم.

||ϕ(ai)−mc||۲ = ||ϕ(ai)−
∑

ai∈πc
wiϕ(ai)∑

ai∈πc
wi

||۲ (۴ - ۳)

= ϕ(ai).ϕ(ai)−
۲∑

aj∈πc
wjϕ(ai).ϕ(aj)∑
aj∈πc

wj

+

∑
aj ,al∈πc

wjwlϕ(aj).ϕ(al)

(
∑

aj∈πc
wj)۲

می شود: نوشته زیر به صورت فوق ،تساوی K کرنل ماتریس از استفاده با

||ϕ(ai)−mc||۲ = Kii −
۲∑

aj∈πc
wjKij∑

aj∈πc
wj

+

∑
aj ,al∈πc

wjwlKjl

(
∑

aj∈πc
wj)۲ (۵ - ۳)

وزن دار کرنلی K-means با طیفی هدفهای تابع هم ارزی ۴ - ۳

بیان اثر ماکزیمم سازی مسأله بصورت را گراف افراز هدف توابع و کرنلی K-means هدف تابع بخش، این در
هستند. هم ارز کاملا ریاضی لحاظ از روش دو این هدف های تابع که می دهیم نشان  سپس می کنیم

اثر ماکزیمم سازی مسأله بصورت وزن دار کرنلی K-means ۱ - ۴ - ۳

می کنیم. بیان اثر ماکزیمم سازی مسأله یک بصورت را آن و گرفته نظر در را وزن دار کرنلی K-means هدف تابع
می شود. داده نشان sc =

∑
ai∈πc

wi به صورت که باشد c خوشه رئوس وزن مجموع sc کنید فرض
می کنیم: تعریف زیر به صورت را n× k بعد از Z ماتریس
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وزندار kmeans کرنل الگوریتم ۲ - ۳ یتم الگور
تکرارها تعداد tmax:ماکزیمم نقاط وزن w:ماتریس خوشه ها :تعداد k کرنل K:ماتریس ورودی:

انتخابی اولیه های π(۰)}:خوشه
c }kc=۱

نقاط نهایی kc=۱{πc}:افراز خروجی:
به صورت بگیر(مثلا نظر در را π(۰)

۱ , ..., π
(۰)
k اولیه خوشه k ندارد، وجود اولیه ای خوشه هیچ ابتدا در اگر :۱

بده. قرار t = ۰ و تصادفی)
کن: محاسبه زیر بصورت را خوشه مرکز ai ∈ πc هر و c خوشه هر ازای به :۲

mc =

∑
ai∈π

(t)
c
wiϕ(ai)∑

ai∈π
(t)
c
wi

خوشه ها مراکز تمام و ai نقطه هر برای :۳

d(ai,mc) = Kii−
۲∑

aj∈π
(t)
c
wjKij∑

aj∈π
(t)
c
wj

+

∑
aj ,al∈π

(t)
c
wjwlKjl

(
∑

aj∈π
(t)
c
wj)۲ ∀c = ۱, ..., k; i = ۱, ..., n

آور.) بدست را خوشه ها مراکز تا نقطه هر کن.(فاصله محاسبه را
کن. پیدا را c∗(ai) = argmin

c
d(ai,mc) :۴

کن: آپدیت زیر رابطه از استفاده با را خوشه ها :۵
πt+۱
c = {ai : c∗(ai) = c}

پایان. اینصورت غیر در برو، ۲ مرحله به و بده قرار t = t+ ۱ ،t < tmax اگر :۶

Zic =


۱
s

۱۲
c

ifai ∈ πc

۰ otherwise

عمودند. هم بر Z ستون های وضوح، به است، مجزا خوشه یک اعضای دهنده نشان Z ماتریس ستون هر
ماتریس ام iستون است. رئوس وزن قطری Mماتریس و بردارهایϕ(ai)باشد حاوی Φماتریس کنید فرض

یعنی ام، c خوشه میانگین  بردار با است برابر ΦMZZT

(ΦMZZT )i = mc

می آید: در بصورت وزندار کرنلی K-means هدف تابع بنابراین،
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D({πc}kc=۱) =
k∑

c=۱

∑
ai∈πc

wi||ϕ(ai)−mc||۲

=
n∑
i=۱

wi||Φi − (ΦMZZT )i||۲

است نرمال متعامد Ỹ وضوح Ỹ،به = M
۱
۲Z کنید است.فرض Φ ماتریس ستون امین i ، Φi آن در که

گفته قبلا که همانطور نیز Z و MMT = MTM یعنی است نرمال پس است قطری M زیرا ،(Ỹ T Ỹ = Ik)

است. متعامد شد
کرد: بازنویسی زیر به صورت می توان را هدف تابع بنابراین

D({πc}kc=۱) =
n∑
i=۱

wi||Φi − (ΦMZZT )i||۲

=
n∑
i=۱

wi||Φi − (ΦMM− ۱
۲ Ỹ Ỹ TM− ۱

۲ )i||۲

=
n∑
i=۱

wi||Φi − (ΦM
۱
۲ Ỹ Ỹ TM− ۱

۲ )i||۲

=
n∑
i=۱

||Φiw
۱
۲
i − (ΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T )i||۲

= ||ΦM
۱
۲ − ΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T ||۲F

می کنیم. استفاده اثبات روند ادامه برای (۱ - ۱) فروبینیوس نرم زیر خاصیت سه از

||A||۲F = trace(ATA) = trace(AAT ) .۱

trace(A+B) = trace(A) + trace(B) .۲

trace(AB) = trace(BA) .۳
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||ΦM
۱
۲ − ΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T ||۲F = trace((ΦM

۱
۲ − ΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T )T (ΦM

۱
۲ − ΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T ))

= trace((M
۱
۲ΦT − Ỹ Ỹ TM

۱
۲ΦT )(ΦM

۱
۲ − ΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T ))

= trace(M
۱
۲ΦTΦM

۱
۲ −M

۱
۲ΦTΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T − Ỹ Ỹ TM

۱
۲ΦTΦM

۱
۲

+ Ỹ Ỹ TM
۱
۲ΦTΦM

۱
۲ Ỹ Ỹ T )

= trace(M
۱
۲ΦTΦM

۱
۲ )− trace(Ỹ TM

۱
۲ΦTΦM

۱
۲ Ỹ )

هدف تابع مینیمم است، ثابت مقدار یک trace(M ۱
۲KM

۱
۲ ) اینکه و K = ΦTΦ اینکه به توجه با

با: است هم ارز ، وزندار کرنلی K-means

max trace(Ỹ TM
۱
۲KM

۱
۲ Ỹ ) (۶ - ۳)

همانطور است M وزن ماتریس دوم ریشه با متناسب که است نرمال متعامد n× k ماتریس یک Ỹ آن در که
شد. گفته قبل در که

وزن دار کرنلی K-means با گراف افراز های هدف تابع ارزی هم ۵ - ۳

هم ارزی سپس و می نویسیم اثر ماکزیمم سازی مسأله به صورت را گراف افراز مسأله هدف تابع هر بخش این در
می دهیم. نشان وزن دار کرنلی K-means با را آنها

وابستگی نسبت ۱ - ۵ - ۳

πc افراز برای را Xc شاخص بردار ابتدا اثر ماکزیمم سازی مسأله به وابستگی نسبت هدف تابع کردن تبدیل برای
می کنیم: معرفی

Xc =


۱ ai ∈ πc ∀i = ۱, ..., n

۰ otherwise
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درمی آید: ۷ - ۳ رابطه بصورت شاخص بردار این از استفاده با (۷ - ۲) وابستگی نسبت هدف تابع

max
k∑

c=۱

W (πc, πc)

|πc|

= max
k∑

c=۱

XT
c WXc

XT
c Xc

= max
k∑

c=۱
X̃T

c WX̃c (۷ - ۳)

X̃c =
Xc

(XT
c Xc)

۱۲
و است گراف مجاورتی ماتریس W آن در که

درون یال های وزن مجموع با برابر XT
c WXc و c خوشه سایز با برابر XT

c Xc زیرا برقرارند فوق تساوی های
اصلی قطر ام c درایه که است k×k بعد از قطری ماتریس یک X̃TWX̃ ماتریس اینکه به توجه با است. c خوشه
با است برابر شد، بیان ۷ - ۳ رابطه به صورت که وابستگی نسبت مسأله هدف تابع و X̃T

c WX̃c با است برابر آن
نوشت: زیر به صورت می توان را ۷ - ۳ رابطه ،X̃TWX̃ ماتریس اصلی قطر روی عناصر مجموع

max trace(X̃TWX̃) (۸ - ۳)

می گیریم. نظر در را (۶ - ۳) وزندار کرنلی K-means مسأله هدف تابع اکنون .X̃T X̃ = Ik که است بدیهی
می کنیم: Ỹ جایگزین هدف، تابع در را M ۱

۲Z مقدار پس Ỹ = M
۱
۲Z که می دانیم

Ỹ TM
۱
۲KM

۱
۲ Ỹ = ZTM

۱
۲M

۱
۲KM

۱
۲M

۱
۲Z

= ZTMKMZ

می آید: در زیر بصورت (۶ - ۳) وزن دار کرنلی K-means هدف تابع بنابراین

max trace(ZTMKMZ)

یک می توان نیز را MZ لذا است خوشه هر اعضای هر برای شاخص بردار یک Z گفتیم قبل در آنچه طبق
نسبت در رئوس وزن  و است شده استفاده کرنل ماتریس جای به نیز W ماتریس و گرفت نظر در شاخص بردار
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است. شده  گرفته نظر در یک وابستگی،
(۶ - ۳) وزن دار کرنلی K-means مسأله و وابستگی نسبت مسأله هدف تابع که گرفت نتیجه می توان بنابراین
یکنواخت بهینه سازی برای مجاورت ماتریس روی را وزن دار کرنلی K-means می توان پس هستند هم ارز باهم
معین مثبت باید مجاورت ماتریس که است ضروری نکته این به توجه البته کرد اجرا گراف در وابستگی نسبت
ماتریس این می توان و است کرنل ماتریس یک به عنوان مجاورت ماتریس از استفاده شرط بودن معین مثبت باشد.

نوشت. W = ΦTΦ به صورت را
نخواهیم کرنلی K-meansهدف تابع همگرایی برای تضمینی هیچ نباشد معین مثبت مجاورت ماتریس اگر

نیست. لازم شرط اما است همگرایی برای کافی شرط بودن معین مثبت البته داشت.

برش نسبت ۲ - ۵ - ۳

می گیریم. نظر در را (۸ - ۲) برش نسبت مسأله هدف تابع

min
k∑

c=۱

W (πc, v\πc)

|πc|

نوشت: زیر به صورت می توان را فوق هدف تابع قبل در شده تعریف Xc شاخص بردار از استغاده با

min
k∑

c=۱

XT
c (D −W )Xc

XT
c Xc

می آید: در زیر به صورت برش نسبت هدف تابع X̃c =
Xc

(XT
c Xc)

۱۲
متغیر تغییر از استفاده یا

min
k∑

c=۱
X̃T

c LX̃c

را برش مینیمم سازی مسأله است، قطری X̃TLX̃ ماتریس و است X̃TLX̃ ماتریس ام c درایه X̃T
c LX̃c چون

نوشت: می توان نیز زیر به صورت

min trace(X̃TLX̃) (۹ - ۳)
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تبدیل ماکزیمم سازی مسأله یک به زیر به صورت I − L گرفتن نظر در با می توان را سازی مینیمم مسأله این
کرد:

trace(X̃T (I − L)X̃) = trace(X̃T X̃)− trace(X̃TLX̃)

با trace(X̃T (I − L)X̃) ماکزیمم سازی ،بنابراین trace(X̃T X̃) = k است، متعامد نرمال X̃ چون
اثر ماکزیمم سازی مسأله یک به هم، کنار در اینها همه دادن قرار با است. هم ارز trace(X̃TLX̃) مینیمم سازی

می رسیم. برش نسبت برای هم ارز
ماکزیمم سازی با مجاورت ماتریس برای برش نسبت نتیجه:مینیمم سازی

trace(X̃T (I − L)X̃)

ماکزیمم سازی با وزن بدون کرنلی K-means مسأله ماکزیمم سازی بنابراین است. هم ارز

trace(X̃T (I − L)X̃)

شود. می گرفته نظر در کرنل ماتریس جای به (I − L) که است هم ارز

نرمال برش ۳ - ۵ - ۳

می گیریم: نظر در می شود، نوشته نیز زیر معادل به صورت که را (۵ - ۲) نرمال برش مسأله هدف تابع

min
k∑

c=۱

W (πc, v\πc)

vol(πc)

اینکه به توجه با و W (πc, v\πc) =
∑

(i∈πc,j∈v\πc)
Wij و vol(πc) =

∑
j∈πc

Dj آن در که

W (πc, v\πc) = vol(πc)−W(πc, πc)

می توان را نرمال برش تابع ،لذا W(πc, πc) ماکزیمم سازی با است برابر W (πc, v\πc) سازی مینیمم پس
نوشت: زیر به صورت
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max

{ k∑
c=۱

W(πc, πc)

vol(πc)
=

k∑
c=۱

XT
c WXc

XT
c DXc

=
k∑

c=۱
X̃cWX̃c

}
= max trace(X̃WX̃)

است. متعامد نرمال ماتریس یک که Ỹ = D
۱
۲ X̃ می کنیم فرض X̃c =

Xc

(XT
c DXc)

۱۲
آن در که

بصورت توان می را نرمال برش مسأله لذا

max
Y

trace(Ỹ TD− ۱
۲WD− ۱

۲ Ỹ )

نوشت.
قراردهیم، K = D−۱WD−۱ و M = D (۶ - ۳) وزن دار کرنلی K-means هدف تابع در اگر بنابراین

داریم:

Ỹ TM
۱
۲KM

۱
۲ Ỹ = Ỹ TD

۱
۲D−۱WD−۱D

۱
۲ Ỹ

= Ỹ TD− ۱
۲WD− ۱

۲ Ỹ

هدف تابع سازی مینیمم با ۶ - ۳ وزن دار کرنلی K-meansهدف تابع اثر ماکزیمم سازی که می رسیم نتیجه این به
است. هم ارز نرمال، برش

وزن دار وابستگی نسبت ۴ - ۵ - ۳

تابع منظور این برای کرد. بیان اثر ماکزیمم سازی مسأله به صورت می توان نیز را وزن دار وابستگی نسبت مسأله
می گیریم: نظر در را مسأله هدف

max

{ k∑
c=۱

W (πc, πc)

w(πc)
=

k∑
c=۱

XT
c WXc

XT
c MXc

=
k∑

c=۱
X̃T

c WX̃c

}
= max trace(X̃TWX̃)
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داریم: بنابراین Y = M
۱
۲ X̃ می کنیم فرض ،X̃c = Xc(X

T
c MXc)

− ۱
۲ آن در که

WAssoc(G) = max
Y

trace(Y TM− ۱
۲WM− ۱

۲Y ) (۱۰ - ۳)

وزن دار وابستگی نسبت مسأله که می رسیم نتیجه این به بگیریم نظر در کرنل ماتریس را W ماتریس اگر لذا
است. هم ارز وزن دار (۶ - ۳) Krenel Kmeans با

وزن دار برش نسبت ۵ - ۵ - ۳

می نویسیم: زیر به صورت را برش نسبت مسأله هدف تابع Xc و M برای مشابه مفهوم از استفاده با

Wcut(G) = min
k∑

c=۱

W (πc, v\πc)

w(πc)

= min
k∑

c=۱

XT
c (D −W )Xc

XT
c MXc

= min
k∑

c=۱
X̃T

c LX̃c

= min trace(X̃TLX̃)

= min
Y

trace(Y TM− ۱
۲LM− ۱

۲Y )

.Y = M
۱
۲ X̃ که فرض این با

زیرا: شود بیان Assoc به صورت می تواند Wcut مسأله

trace(Y TM− ۱
۲ (M − L)M− ۱

۲Y ) = trace(Y TM− ۱
۲MM− ۱

۲Y − Y TM− ۱
۲LM− ۱

۲Y )

= trace(Y TY − Y TM− ۱
۲LM− ۱

۲Y )

= k − trace(Y TM− ۱
۲LM− ۱

۲Y )

ازاینرو است. هم ارز trace(Y TM− ۱
۲ (M − L)M− ۱

۲Y ) ماکزیمم سازی با Wcut مینیمم سازی بنابراین
است. M − L مجاورتی ماتریس روی Assoc ماکزیمم سازی با هم ارز W روی Wcut مینیمم سازی
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که می دانیم

Y = M
۱
۲ X̃ =

M
۱
۲X

(XTMX)
۱
۲

و است متعامد نرمال ماتریس یک Ỹ = M
۱
۲Z که می دانیم قبل به باتوجه

Ỹic =


w

۱۲
i

s
۱۲
c

ai ∈ πc

۰ otherwise

نوشت: زیر بصورت می توان را sc که

sc = XT
c MXc

داریم: لذا

Ỹ =
M

۱
۲X

(XTMX)
۱
۲

با است برابر ۶ - ۳ وزن دار کرنلی K-means برای اثر ماکزیمم سازی لذا

max
Y

trace(Ỹ TM− ۱
۲WM− ۱

۲ Ỹ )

است. نقاط وزن ماتریس M و کرنل ماتریس K آن در که W = MKM که شرط این با است
هم ارز ، (۹ - ۳) وزن دار وابستگی نسبت هدف تابع با (۶ - ۳) وزن دار کرنلی K-means هدف تابع بنابراین
وزن دار، برش نسبت سازی مینیمم با وزن دار وابستگی نسبت ماکزیمم سازی گفتیم قبل در که همانطور و است
است. هم ارز وزن دار، کرنلی K-meansهدف تابع با نیز وزن دار برش نسبت مسأله هدف تابع پس است، هم ارز
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۴ فصل

پژوهش دست آوردهای

در است. گراف مجاورتی ماتریس ایجاد برای نیاز مورد پارامترهای تنظیم طیفی، خوشه بندی مشکلات از یکی
ژنتیک الگوریتم بر مبتنی آی آر ام تصاویر قطعه بندی در پارامترها این آوردن بدست برای مؤثر شیوه یک فصل این
برای نایستروم روش از آی آر ام تصاویر مجاورتی ماتریس های بزرگ اندازه به توجه با همچنین .۱ است شده ارائه
بر شده انجام آزمایشات نتایج است. شده استفاده طیفی خوشه بندی در نیاز مورد ویژه مقادیر و بردارها تخمین
روی بر ژنتیک الگوریتم از استفاده با خوشه بندی پارامترهای تخمین در پیشنهادی شیوه کارایی تصویر چند روی
مسائل معروف ترین از یکی تصویر قطعه بندی است. داده نشان را مشابه تصاویر روی بر آن تعمیم و تصویر یک
خود به را مختلفی تحقیقات و دارد متعددی بسیار کاربرد های که است ماشین بینایی و تصویر پردازش حوزه در
آی آر ام تصاویر در چربی ناحیه شناسایی پیشنهادی، روش این در موردنظر کاربرد .[۲۶] است نموده معطوف
افزایش یا کاهش بر تمرین نوع تاثیر شدن مشخص و ورزشی تمرینات دوره یک انجام از بعد و قبل ورزشکاران ران
گراف ایجاد در موردنیاز پارامترهای تخمین برای خودکاری شیوه فصل این در است. بوده داوطلبان چربی بافت
حتی است. شده  داده  نشان  آی آر ام تصاویر چربی ناحیه جداسازی در آن کارایی و شده بیان تصویر خوشه بندی
می شویم. مواجه عمل در حافظه کمبود با و شده بزرگ بسیار مجاورتی ماتریس تصاویر، کوچک اندازه های برای

است. شده استفاده است، شده پیشنهاد مشکل این با مواجهه برای [۲۷] در که نایستروم روش از اینجا در
محاسباتی بار که دهیم می ارائه طیفی بندی گروه های روش برای اجرا قابل تقریبی تکنیک یک فصل این در
تحت شده شناخته ویژه مقدار مساله حل کلاسیک روش ما نظر مورد دهد.رویکرد می کاهش زیادی حد تا را
کوچک تصادفی زیرمجموعه یک برای مساله جواب اولین با خلاصه،تقریب طور است.به نایستروم روش عنوان
ای طیفی شود.روش می مقایسه تصویر های پیکسل تمام مجموعه با جواب این سپس و میکند کار پیکسل ها از

است. نرمال برش روش می کنیم تمرکز آن روی جا این در که
است شده ارائه عملیات در تحقیق کنفرانس در [۲۵] مقاله قالب در فصل این مطالب ۱
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W مجاورتی ماتریس بزرگ بسیار اندازه تصویر، قطعه بندی در طیفی خوشه بندی عملی مشکلات از یکی
پیکسل ها این مجاورتی ماتریس و بوده پیکسل ۱۰۶ دارای ۱۰۰۰ × ۱۰۰۰ ابعاد با تصویر یک مثال عنوان به است.
همچون نرم افزارهایی حافظه در معمول صورت به که بود خواهد ۱۰۶ × ۱۰۶ ماتریس یک گراف رئوس عنوان به
روشنایستروم از حالاتی چنین در لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر و بردارها محاسبه برای نمی گیرد. MATLABجا

میشود. استفاده [۲۸]

نایستروم روش ۱ - ۴

می زند کوچکAتخمین ماتریس زیر یک از استفاده با را بزرگ ماتریس یک ویژه مقادیر  و بردارها ۱ نایستروم روش
است    .   دقیق آمده بدست باشد ،             تخمین ،r،A ماتریس رتبه اگر . [۲۸]

است گرام پس است مثبت معین نیمه K̃ چون باشد. r ≪ m رتبه با کرنل ماتریس یک K̃mm کنید فرض
مرتب طوری Z در را سطرها است. r رتبه از و Z ∈ Mmr که شود نوشته K̃ = ZZT بصورت می تواند و
ماتریس یک ایجاد و K̃ در ستونها و سطرها شدن مرتب باعث کار این باشند،       خطی مستقل اول تای r که می کنیم
سطر r گرام ماتریس خودش (که K از A ∈ Sr اصلی ماتریس زیر نتیجه در می شود است متقارن که K جدید
می نویسیم: زیر بصورت را K ماتریس ،n ≡ m− r می کنیم فرض اکنون است. کامل رتبه دارای است) Z اول

Arr Brn

BT
nr Cnn


است، r،K رتبه آنجایی که از و خطی اند مستقل [Arr Brn] سطر r است کامل رتبه دارای A ماتریس چون

بصورت [BT
nr Cnn

] سطر n

[BT
nr Cnn] = Hnr[Arr Brn]

داریم: C = BTA−۱B بعدی ستون n و H = BTA−۱ بصورت اول ستون r گرفتن نظر در با می شود.  تجزیه

Kmm =

 A B

BT BTA−۱B

 =

 A

BT

A−۱
rr [A B] (۱ - ۴)

۱Nyström
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می سازیم. ناصفر) ویژه مقادیر (برای را Kmm تقریبی ویژه تجزیه A ویژه تجزیه از استفاده با
مقادیر قطری ماتریس Λ و A ویژه بردارهای ستونی ماتریس U آن در که است A ویژه تجزیه A = UΛUT

می کنیم: بازنویسی زیر بصورت را ۱ - ۴ فرمول بنابراین است. A ویژه

Kmm =

 U

BTUΛ−۱

Λ[UT Λ−۱UTB] ≡ DΛDT (۲ - ۴)

قطری ماتریس Λ و K ویژه بردارهای ستونی ماتریس D می دهد، نشان را K تقریبی تجزیه یک ۲ - ۴ رابطه
می آید. بدست K دقیق ویژه تجزیه باشند، متعامد D ماتریس ستونهای اگر است. K ویژه مقادیر

A جای به اگر

Qrr = A+ A−۱/۲BBTA−۱/۲ ≡ UQΛQU
T
Q

می آید: بدست زیر بصورت K متعامد ستونی ویژه بردارهای ماتریس کنیم، تجزیه را

Vmr =

 A

BT

A−۱/۲UQΛ
−۱/۲
Q (۳ - ۴)

.V V T = Irr و است K دقیق تجزیه Kmm = V ΛQV
T بنابراین

است. شده استفاده لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر و بردارها تخمین برای شیوه این از شده انجام پیاده سازی در

پیشنهادی روش ۲ - ۴

و روشنایی شدت اختلاف اساس بر و ۲۷ - ۲ رابطه طبق بر گراف مجاورتی ماتریس شد گفته قبلا که همانطور
می شوند. برآورد چگونه آن σی پارامترهای که نشد عنوان اما می آید، بدست پیکسل ها مکانی موقعیت اختلاف
گرفته درنظر فاصله تابع برد کل درصد ۲۰ تا ۱۰ بین σ مقدار عموماً که است شده ذکر [۱۷] مرجع ۴ بخش در
نماید تولید مناسبی خروجی که مقداری می توان خطا و سعی با و است مناسبی بازه شده مشخص بازه می شود.
این تخمین برای ژنتیک الگوریتم یک از خطا و سعی شیوه از استفاده جای به پیشنهادی درروش آورد. بدست را
لازم زیادی نسبتا زمان طیفی خوشه بندی روش با تصویر قطعه بندی اینکه دلیل به اما است. شده استفاده پارامترها
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تخمین تصاویر از کوچک تری نمونه های روی پارامترها اصلی تصاویر روی پارامترها تخمین جای به اینجا در دارد
ابعاد در پیکسلها روشنایی شدت طیف اینکه به توجه با می شوند. اصلاح اولیه تصویر برای سپس و می شوند زده
تصویر، اندازه شدن برابر دو مثلا با که آنجا از اما نمی شود. اصلاح نیز σI تخمین ندارد،  تغییری تصویر مختلف
مقدار تا شود ضرب تصویر اندازه تغییر مقیاس در σX پارامتر کافیست می شود، دوبرابر نیز مشابه نقاط فواصل

شود. حاصل اولیه تصویر مناسب
در مهم نکته یک است. شده انجام ورودی متغیر دو با ژنتیک الگوریتم یک از استفاده با پارامترها تخمین عمل
مجموعه از تصویر یک برای اینجا در می باشد. مسئله مناسب هدف) (تابع برازندگی تابع تعریف ژنتیک الگوریتم
خروجی ژنتیک، الگوریتم تطابق تابع در و است پذیرفته انجام دستی صورت به قطعه بندی عمل نظر مورد تصاویر
برازندگی منزله به کمتر اختلاف می شود. مقایسه مشخص پیش از جواب این با ممکن جواب هر خوشه بندی
باشد مدنظر خاص حوزه یک از متعددی تصاویر قطعه بندی که کاربردهایی چنین در بود. خواهد کروموزوم بیشتر

است. معقولانه روشی چنین
تصاویر سایر به تعمیم قابل راحتی به مقاله این خاص کاربرد در ژنتیک الگوریتم از آمده بدست پارامترهای
از آمده بدست پارامترهای اساس بر آن قطعه بندی نتیجه و ژنتیک الگوریتم به ورودی تصویر ۱ - ۴ شکل می باشند.
سایر روی بر آمده بدست پارامترهای اعمال می دهد. نشان را مشخص قبل از قطعه بندی یک با و ژنتیک الگوریتم
قطعه بندی خروجی و دیگر تصویر نمونه دو ۲ - ۴ است. نموده تولید را رضایت بخشی خروجی آی آر ام تصاویر
شکل تصویر روی ژنتیک الگوریتم اجرای از آمده بدست پارامترهای اساس بر و طیفی خوشه بندی شیوه با آنها

است. شده استخراج مناسبی صورت به چربی ناحیه می شود، مشاهده که همان گونه می دهد. نشان را ۱ - ۴

قطعه بندی خروجی (ب)
شده

اصلی تصویر (آ)

اساس بر طیفی خوشه بندی از استفاده با آن شده بندی قطعه خروجی و آی آر ام تصویر نمونه یک :۱ - ۴ شکل
ژنتیک الگوریتم توسط شده زده تخمین پارامترهای
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قطعه بندی خروجی (ب)
شده

آی آر ام تصویر (آ)

مجاورتی ماتریس که آن شده قطعه بندی خروجی و آی آر ام تصاویر مجموعه از دیگر تصویر یک :۲ - ۴ شکل
دست به ۱ - ۴ شکل روی بر ژنتیک الگوریتم اجرای از آمده بدست پارامترهای اساس بر آنها طیفی خوشه بندی

است. آمده
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آ  پیوست

شده نوشته های برنامه

اند. شده ذکر نامه پایان برای شده نوشته های برنامه اصلی بخش قسمت این در

کرنلی kmeans الگوریتم از استفاده با داده ها خوشه بندی کد آ  - ۱: برنامه
۱ % Modified by M.Amintoosi
۲ % http://www.dcs.gla.ac.uk/~srogers/firstcourseml/matlab/

chapter6/kernelkmeans.html#5
۳ clear all;
۴ close all;
۵
۶ produceNLData
۷ figure(1);hold off
۸ plot(X(:,1),X(:,2),'ko');
۹

۱۰ %% Compute the kernel
۱۱
۱۲ N = size(X,1);
۱۳ Ke = zeros(N);
۱۴ gam = 1;
۱۵ for n = 1:N
۱۶ for n2 = 1:N
۱۷ Ke(n,n2) = exp(-gam*sum((X(n,:)-X(n2,:)).^2)); %

Gaussian
۱۸ % Ke(n,n2) = X(n,:)*X(n2,:)'; % Linear
۱۹ % Ke(n,n2) = sum(x(n,:).^2)-sum(x(n2,:).^2); %

Point Distances
۲۰ end
۲۱ end
۲۲
۲۳ %% Run Kernel K-means

۷۲



۲۴
۲۵ converged = 0;
۲۶ % Assign all objects into one cluster except one
۲۷ % Kernel K-means is *very* sensitive to initial conditions.

Try altering
۲۸ % this initialisation to see the effect.
۲۹ K = 2;
۳۰ Z = repmat([1 0],N,1);
۳۱ s = sum(X.^2,2);
۳۲ pos = find(s==min(s));
۳۳ Z(pos ,:) = [0 1];
۳۴ di = zeros(N,K);
۳۵ cols = {'r','b'};
۳۶
۳۷ %% Plot the assignments
۳۸
۳۹ figure(1);hold off
۴۰ for k = 1:K
۴۱ pos = find(Z(:,k));
۴۲ plot(X(pos ,1),X(pos ,2),'ko','markerfacecolor',cols{k});
۴۳ hold on
۴۴ end
۴۵
۴۶ %%
۴۷ while ~converged
۴۸
۴۹ Nk = sum(Z,1);
۵۰ for k = 1:K
۵۱ % Compute kernelised distance
۵۲ di(:,k) = diag(Ke) - (2/(Nk(k)))*sum(repmat(Z(:,k)

',N,1).*Ke,2) + ...
۵۳ Nk(k)^(-2)*sum(sum((Z(:,k)*Z(:,k)').*Ke));
۵۴ end
۵۵ oldZ = Z;
۵۶ Z = (di == repmat(min(di,[],2),1,K));
۵۷ Z = 1.0*Z;
۵۸ if sum(sum(oldZ~=Z))==0
۵۹ converged = 1;
۶۰ end
۶۱
۶۲ % Plot the assignments
۶۳
۶۴ figure(1);hold off
۶۵ for k = 1:K
۶۶ pos = find(Z(:,k));
۶۷ plot(X(pos ,1),X(pos ,2),'ko','markerfacecolor',cols{
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k});
۶۸ hold on
۶۹ end
۷۰ pause (4);
۷۱ end

نایستروم روش به بزرگ ماتریس یک ویژه بردارهای محاسبه کد آ  - ۲: برنامه
۱ function labels = nystrom_driver(data ,sigma ,nsamp ,k,n,t)
۲ % This function calculates the nystomized approximation to

the
۳ % Normalized cut partitioning algorithm.
۴ %
۵ % data is the matrix with the data , where each row of the

matrix
۶ % contains a data point
۷ %
۸ % sigma is the standard deviation for the gaussian
۹ %

۱۰ % nsamp is the number samples that should whie performing
the

۱۱ % approximation
۱۲ % k is the number of desired groups
۱۳ % n is the maximum number of iterations you would like the

kmeans
۱۴ % algorithm to run on top of the eigenvectors
۱۵ %
۱۶ % t is the threshold at which you would like the kmeans

algorithm
۱۷ % to terminate
۱۸ %
۱۹ % this function assumes the availability of a function
۲۰ % "your_own_distance"
۲۱ %
۲۲ % which will take two matrices A and B, with row vectors
۲۳ % corresponding to datapoints and calculate the all pairs

distance
۲۴ % between them.
۲۵ %
۲۶ % an example is included in this directory , its called "

pairdist"
۲۷ %
۲۸ % labels is an array of cluster labels for each point.
۲۹
۳۰
۳۱ [N,Ncol]=size(data); % the dimensions of the dataset
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۳۲ % each row is a new data point
۳۳
۳۴ ind_all=randperm(N);
۳۵ ind_samp=ind_all(1:nsamp);
۳۶ ind_rest=ind_all(nsamp+1:end);
۳۷ %samp_pos=[x(ind_samp)' y(ind_samp)'];
۳۸
۳۹
۴۰
۴۱ %d2A=your_own_distance(FB(ind_samp ,:),FB(ind_samp ,:)); %

use your own distance function to get the pairwise
distances

۴۲ %d2B=your_own_distance(FB(ind_samp ,:),FB(ind_rest ,:));
۴۳
۴۴ d2A=pairdist(data(ind_samp ,:),data(ind_samp ,:),'L2'); % use

your own distance function to get the pairwise
distances

۴۵ d2B=pairdist(data(ind_samp ,:),data(ind_rest ,:),'L2');
۴۶
۴۷ A=exp(-d2A/(2*sigma^2)); % choose your sigma
۴۸ B=exp(-d2B/(2*sigma^2));
۴۹ %imagesc(A);
۵۰ % the joys of nystrom
۵۱
۵۲ [V,ss]=nystrom_ncut(A,B);
۵۳
۵۴ % depermute the nsytrom result
۵۵ V(ind_all ,:)=V;
۵۶ V1=V(:,1:k); % choose the k eigenvectors
۵۷ Vnormalized=V1./repmat(sqrt(sum(V1.^2,2)),1,k);
۵۸ [centers ,labels ,error]=km(Vnormalized ',k,n,t);

نرمال برش روش به داده ها خوشه بندی کد آ  - ۳: برنامه
۱ function [V1,D1]=ncut(W);
۲ % [V1,D1]=ncut(W,nv);
۳ %
۴ % solve generalized eigenproblem Wy={\mu}My
۵ %
۶ % optional third argument specifies minimum allowed weight

(e.g. 0.01)
۷
۸
۹ m=sum(W,1);

۱۰ N=length(m);
۱۱ M=sparse(1:N,1:N,m);
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۱۲ B=inv(sqrt(M));
۱۳
۱۴ % solve generalized eigensystem
۱۵ OPTIONS.tol=1e-4;
۱۶ OPTIONS.maxit=20;
۱۷ %OPTIONS.disp=0;
۱۸ C=B*W*B;
۱۹ format long
۲۰ [V1,D1]=eig(C);
۲۱
۲۲ D1=1-D1;
۲۳ V1=B*V1;
۲۴
۲۵ % sort the eigenvalues
۲۶ [dvalues ,dindex]=sort(diag(D1));
۲۷ %keyboard;
۲۸ V1=V1(:,dindex);
۲۹ D1=diag(dvalues);
۳۰ format
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