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شماره: تعالی باسمه
تاریخ: ارشد کارشناسی پایان نامه از دفاع صورتجلسه

رشته دانشجوی علی بخش محبوبه /خانم آقای پایان نامه از دفاع جلسه مجید الله ازکلام چند آیاتی تلاوت با
عنوان: با ۹۴۱۳۱۳۳۰۹۳ دانشجویی شماره به کاربردی ریاضی

تنک سازی بهینه در یرفضا ز جستجوی روش

استماع از پس . گردید تشکیل کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده محل در مورخه ساعت در
محبوبه خانم / آقای و مطرح را سئوالاتی حاضران و داوران هیات راهنما، استاد و دانشجو توسط شده ارائه گزارش
مورد داوران هیات توسط پایان نامه سپس گفت. پاسخ آنها سئوالات وبه پرداخت موضوع از دفاع به علی بخش

. گردید تعیین آن برای درجه برابر نمره و گرفت قرار ارزشیابی
کارشناس عنوان به علی بخش محبوبه خانم آقای/ تاریخ این از مزبور پایان نامه تصویب ضمن ترتیب به این

. می شود شناخته کاربردی ریاضی رشته در ارشد

امضـــــــــــــا سمت خانوادگی نام و نام ردیف
راهنما استاد طوسی امین محمود دکتر ۱
مشاور استاد رفیعی امین دکتر ۲

داور استاد زعفرانیه مهدی دکتر ۳
تکمیلی تحصیلات نماینده پورمیرزایی اعظم دکتر ۴

پرتانیان محمدعلی دکتر گروه: مدیر

رونوشت:

اطلاع جهت دانشگاه تکمیلی تحصیلات و آموزشی محترم معاون .۱

اطلاع جهت دانشگاه پژوهشی محترم معاون .۲

دانشجو پرونده در درج جهت کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده آموزش .۳



سبزواری حکیم دانشگاه آموختگان دانش نامه سوگند

نگذرد بر اندیشه برتر کزین خرد و جان خداوند نام به

معنوی و مادی سرمایه های و استادان دانش از گیری بهره و خویش کوشش پاک، آفریدگار خواست به که اینک
کارگیری به در که می کنم یاد سوگند بزرگ خداوند پیشگاه در گردآورده ام، خرد و دانش از توشه ای بوم، و مرز این
حاضران دیگر و دانشجویان شاهدان، شما بزرگ، خداوند بردارم. گام ودرست راست راه بر همواره خویش، دانش
هیچ از و گیرم بهره دانش مرزهای گسترش برای خود توان و دانش ازهمه که گیرم می گواه امین داورانی عنوان به را
در را انسانی کرامت همواره که می بندم پیمان نورزم. دریغ زیستن، برای بهتر جایی به جهان تبدیل برای کوششی
به در که خورم می سوگند دهم. یاری امکان حد سر تا مکان و زمان هر در را خود همنوعان و باشم داشته نظر
ادیان از برخاسته اخلاقی اصول و شرافت پرهیزگاری، آیین انسانی، رسم و راه با که کاری به خویش دانش کارگیری
و انسانی شمول جهان اصول سایه در همچنین نیازم. دست دارد مباینت اسلام، مبین دین ویژه به الهی، بزرگ
خداوند و نکنم فروگذاری میهنانم هم و میهن سرافرازی و آبادانی برای کوششی هیچ از می بندم پیمان اسلامی،
ابد تا پیمان این بر سرافراز، ملت و خویش بیدار وجدان برابر در و او پیشگاه در همواره تا طلبم یاری به را بزرگ

بمانم. استوار

علی بخش محبوبه خانوادگی: نام و نام
امضا: و تاریخ



نتایج اصالت و صحت تأییدیه ی

تعالی باسمه

مقطع کاربردی ریاضی رشته دانشجوی ۹۴۱۳۱۳۳۰۹۳ دانشجویی شماره به علی بخش محبوبه اینجانب
هرگونه بدون و اینجانب کار حاصل پایان نامه این نتایج کلیه ی که می نمایم تأیید ارشد کارشناسی تحصیلی
کرده ام. ذکر منبع مشخصات کامل ذکر با را دیگران آثار از شده برداری نسخه موارد و است تصرف و دخل
قانون ) حاکم مقررات و ضوابط با مطابق دانشگاه تشخیص به فوق، مندرجات خلاف اثبات درصورت
مقررات و ضوابط صوتی، آثار و نشریات و کتب تکثیر و ترجمه قانون و مصنفان و مؤلفان حقوق از حمایت
احقاق درخصوص اعتراض هرگونه حق و شد خواهد رفتار اینجانب با ( ... انضباطی و پژوهشی آموزشی،
مسؤولیت ضمن، در می نمایم. سلب خویش از را مجازات و تخلف تعیین و تشخیص و مکتسب حقوق
به قضایی) و اداری از (اعم صلاح ذی مراجع و حقوقی و حقیقی از اعم اشخاص به پاسخگویی هرگونه

داشت. نخواهد خصوص این در مسؤولیتی گونه هیچ دانشگاه و بود خواهد اینجانب ی عهده

علی بخش محبوبه خانوادگی: نام و نام
امضا: و تاریخ



پایان نامه از برداری بهره مجوز

راهنما استاد توسط که محدودیتی به توجه با و کتابخانه مقررات چهارچوب در پایان نامه این از برداری بهره
است: بلامانع می شود، تعیین زیر شرح به

است. بلامانع همگان برای پایان نامه این از برداری بهره □
است. بلامانع راهنما، استاد از مجوز اخذ با پایان نامه این از برداری بهره □

است. ممنوع .................................... تاریخ تا پایان نامه این از برداری بهره □

طوسی امین محمود دکتر راهنما: استاد
امضا: و تاریخ



به: تقدیم

و عزیزم مادر و پدر
فداکارم همسر

آراست. عقل زیور را آدمی خود، کران بی لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
، طوسی امین محمود دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از دانم می خود وظیفه آغاز در

رسید. نمی انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده های راهنمایی بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره و مطالعه زحمت که زعفرانیه دکتر آقای و و رفیعی دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی
باشم. داشته را قدردانی کمال کاربران مشکلات به پاسخگویی در پارسی لاتک گروه از دانم می لازم همچنین

می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر زنم می بوسه پایان، در
که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از می کنم تشکر و را شان مقدس وجود

بودند. من پشتیبان بهترین

علی بخش محبوبه
۹۷ شهریور
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۷۴ منابع فهرست

۷۷ آ : پیوست

۸۶ انگلیسی به فارسی واژه نامه

۸۷ فارسی به انگلیسی واژه نامه



جداول فهرست

ج



تصاویر فهرست

۱۰ مختلف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  های نرم ۱ - ۲
۱۱ بعدی .  .  .  سه فضای در pp حل از استفاده با x = As سیستم و lp های توپ بین تقاطع ۲ - ۲

تا را ( (عمودی فاصله ترین نزدیک که ( aiای ) اتمی انتخاب : MP روش اصلی ی ایده ۳ - ۲
r(۱) باقیمانده بردار برای عمل این بعد مرحله در . است a۱ بردار اینجا در که دارد x بردار

۲۳  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . . ترتیب همین به و شود می تکرار

جوابی SP آ)روش .n = ۲ mو = ۳ حالت در زیرفضا جوی و جست روش هندسی تعبیر ۱ - ۳
می انتخاب جواب ترین تنک عنوان به را است) خط یک اینجا در (که x = As دستگاه از
باشد. داشته را مختصات) محورهای اینجا (در s توزیع تا را فاصله ترین نزدیک که کند
شده مشخص مثلث یک با نیز LP جواب همچنین و است دیگر نمایی از شکل ب)همان

۳۳ است. .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

اندازه ماکزیمم پراکندگی نمودارهای :( پایین ابعاد در آستانه( سطح برای صریح های کران ۱ - ۴
تصادفی تحقق N=۵۰۰۰ برای پیشنهادی گر تخمین سه از یک هر حسب بر (||s||∞) منابع

۶۹ مسئله .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
اندازه ماکزیمم پراکندگی نمودارهای : بالا) ابعاد در ) آستانه سطح برای صریح های کران ۲ - ۴

۷۰  . m = ۱۰۰, ۲۰۰, ۵۰۰, ۱۰۰۰ ابعاد در پیشنهادی گر تخمین سه حسب بر (||s||∞) منابع
به (||s||∞) منابع اندازه ماکزیمم نسبت حدی): (رفتار آستانه سطح برای صریح های کران ۳ - ۴

۷۱ پیشنهادی .  .  گر تخمین سه برای ، مسئله بعد از معیاری عنوان به n حسب بر آن، تخمین

د



تکمیلی تحصیلات ی دوره ی پایان نامه ی چکیده فرم
تکمیلی تحصیلات مدیریت

دانشجویی:۹۴۱۳۱۳۳۰۹۳ ش. نام:محبوبه علی دانشجو:بخش خانوادگی نام
طوسی امین محمود دکتر راهنما: استاد

رفیعی امین دکتر مشاور: استاد
عملیات در گرایش:تحقیق کاربردی ریاضی رشته: کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

۸۸ صفحات: تعداد ۹۷ دفاع:شهریور تاریخ ارشد کارشناسی مقطع:
تنک سازی بهینه در زیرفضا جستجوی روش پایان نامه: عنوان

سیگنال تنک نمایش تنک، ،تجزیه تنک منابع تنک،جداسازی سازی بهینه واژه ها: کلید

معادلات تعداد که دستگاههایی یعنی ”فرومعین” خطی معادلات های دستگاه تنک های جواب یافتن چکیده:
جوابهای تعداد کلی حالت است.در سیگنال پردازش در اساسی مسائل جمله از هاست، مجهول تعداد از کمتر آنها
کرد.از تضمین را جواب یکتایی ، جواب بودن تنک شرط کردن اضافه با توان می ولی است شمار بی ها دستگاه این

کرد. استفاده کامل” ”فوق دیکشنری یک روی سیگنال تنک نمایش یافتن برای میتوان ویژگی این
کامل فوق دیکشنری یافتن یعنی دیکشنری آموزش مسائل این از دارد.یکی وجود تنک پردازش در مهم مسئله دو
آن سیگنالهای همه برای بتواند که ای ،دیکشنری عبارتی به هاست؛یا داده از مشخص کلاس یک برای مناسب
تنک آوردن دست به برای کارا الگوریتم یک داشتن دوم دهد.مسئله ارائه تنک کافی اندازه به نمایش یک کلاس،

است. سیگنال) تنک کدینگ (یا سیگنال نمایش ترین
مورد بندی طبقه و زدایی ،نویز سازی فشرده مانند کاربردهایی در سیگنالها تنک نمایش از استفاده اخیر سالهای در
مانند طبیعی های سیگنال اکثر که است دلیل این به کاربردها این در تنک نمایش است.موفقیت گرفته قرار توجه
خانواده معرفی نامه پایان این در ما دارند.هدف تنک نمایشی مشخص های پایه گرفتن نظر در با گفتار، یا تصویر
اساس که است ” (IDE) پیاپی ”آشکارسازی-تخمین عنوان تحت ها، سیگنال تنک کدینگ برای ها روش از ای
که است مرحله به مرحله صورت به آنها تخمین سپس و جواب بردار فعال های مولفه آشکارسازی روش این کار
از منبع بردار تخمین برای موجود های روش از توان می تخمین گام در شوند. می همگرا نهایی جواب سمت به

جست. بهره زیرفضا جوی و جست روش جمله
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پیش گفتار

کمتر آنها معادلات تعداد که دستگاههایی یعنی ”فرومعین” خطی معادلات های دستگاه تنک های جواب یافتن
این جوابهای تعداد کلی حالت است.در سیگنال پردازش در اساسی مسائل جمله از هاست، مجهول تعداد از
کرد.از تضمین را جواب یکتایی ، جواب بودن تنک شرط کردن اضافه با توان می ولی است شمار بی ها دستگاه

کرد. استفاده کامل” ”فوق دیکشنری یک روی سیگنال تنک نمایش یافتن برای میتوان ویژگی این
فوق دیکشنری یافتن یعنی دیکشنری آموزش مسائل این از دارد.یکی وجود تنک پردازش در مهم مسئله دو
سیگنالهای همه برای بتواند که ای ،دیکشنری عبارتی به هاست؛یا داده از مشخص کلاس یک برای مناسب کامل
تنک آوردن دست به برای کارا الگوریتم یک داشتن دوم دهد.مسئله ارائه تنک کافی اندازه به نمایش یک کلاس، آن

است. سیگنال) تنک کدینگ (یا سیگنال نمایش ترین
بندی طبقه و زدایی ،نویز سازی فشرده مانند کاربردهایی در سیگنالها تنک نمایش از استفاده اخیر سالهای در
طبیعی های سیگنال اکثر که است دلیل این به کاربردها این در تنک نمایش است.موفقیت گرفته قرار توجه مورد
معرفی نامه پایان این در ما دارند.هدف تنک نمایشی مشخص های پایه گرفتن نظر در با گفتار، یا تصویر مانند
است ” (IDE) پیاپی ”آشکارسازی-تخمین عنوان تحت ها، سیگنال تنک کدینگ برای ها روش از ای خانواده
مرحله به مرحله صورت به آنها تخمین سپس و جواب بردار فعال های مولفه آشکارسازی روش این کار اساس که

شوند. می همگرا نهایی جواب سمت به که است
نمایش تئوریک های پشتوانه بیان ضمن شود می سعی آن در که است شده تنظیم فصل چهار در نامه پایان این

شود. داده شرح و ارائه مبسوط طور به ها الگوریتم عملکرد نحوه ، شده مطرح های الگوریتم و تنک
حل برای موجود راهکارهای و پرداخته پروژه انجام ضرورت و مسئله بیان به ، مقدمه عنوان به اول فصل در

شوند. می مطرح خلاصه طور به مسئله
این در استفاده مورد قراردادهای و اصطلاحات برخی ، مسئله تئوریک بخش به ورود از پیش ، دوم فصل در
الگوریتم از تعدادی همراه به را سیگنال تنک نمایش بحث ای پایه مباحث ، آن از پس شود. می معرفی نامه پایان
روش بر علاوه فصل این در کنیم. می مرور است، شده ارائه سیگنال تنک نمایش بازیابی برای تاکنون که هایی
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را “ (OMP)متعامد تطابق ”جستجوی و “ (MP)تطابق ”جستجوی اتمی تجزیه روش دو “l۱ نرم سازی ”مینیمم
کنیم. می بررسی

می داده شرح “ (SP)زیرفضا ”جستجوی روش ، بودن تنک از هندسی تعبیر یک از استفاده با سوم فصل در
پیاپی ”آشکارسازی-تخمین های الگوریتم خانواده ، آشکارسازی تئوری های ایده اساس بر چهار فصل در و شود

شوند. می مطرح “ (IDE)
از: عبارتند نامه پایان این اصلی مراجع

• A. A. Amini, M. Babie-Zadeh, and C. Jutten, “A new approach for sparse decom-

position and sparse source separation,” accepted for EUSIPCO’06, 2006.

• A. A. Amini, M. Babie-Zadeh, and C. Jutten, “A fast method for sparse component

analysis based on iterative detection-projection,” accepted for MaxEnt’06, 2006.

• M. Elad, Sparse and Redundant Representations, Springer, 2010.

• S. S. Chen, D. L. Donoho, and M. A. Saunders, “Atomic decomposition by basis

pursuit,” SIAM Journal on Scientific Computing, vol. 20, no. 1, pp. 33–61, 1999.

• S.Mallat and Z. Zhang, “Matching pursuits with time-frequency dictionaries,” IEEE

Trans. on Signal Proc., vol. 41, no. 12, pp. 3397–3415, 1993.

• Y. C. Pati, R. Rezaiifar, and P. S. Krishnaprasad, “Orthogonal matching pursuit:

recursive function approximation with applications to wavelet decomposition,” in

In Proc. Asilomar Conf. Signal Syst. Comput., 1993.
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۱ فصل

مقدمه

پروژه انجام ضرورت و مسئله بیان ۱ - ۱

را هایی تبدیل چنین . برخوردارند مهندسی و علوم های شاخه در ای ویژه جایگاه از خطی تبدیلات و ها سیستم
خطی معادلات دستگاه . داد نمایش خطی معادلات دستگاه یک با توان می ( محدود بعد با فضاهای در )

Ax = b (۱ - ۱)

A کنید فرض . اند بندی دسته قابل “ مجهولات و معلومات تعداد ” نظر از خاص طور به ، مختلف منظرهای از
، اول حالت در . باشند ( مجهول x و معلوم b و A ) n × ۱ و m × ۱ ترتیب به b و x و n ×m ماتریس یک
، دوم حالت در . بود خواهد Ax = b دستگاه یکتای جواب x = A−۱b ، باشد پذیر معکوس A و n = m اگر
اما ؛ ندارد مشخصی جواب ، شود می نامیده ”فرامعین“ دستگاه یک که ، Ax = b دستگاه ، باشد n > m اگر
: آورد دست به را دستگاه از ( مربعات کمترین مفهوم به ) ۱ LS تقریب یک توان می زیر سازی بهینه مسئله حل با

argmin
x

||Ax− b||۲ (۲ - ۱)

در دستگاه که ؛ باشد n < m که است ای گونه به Ax = b دستگاه نامه پایان این در ما علاقه مورد حالت اما
مورد اخیر سالهای در که سیگنال پردازش در اساسی مسائل از یکی . شود می نامیده “ ۲ فرومعین ” حالت این
به . [۳ ،۲ ،۱] است “ فرومعین ” خطی معادلات دستگاه تنک های جواب یافتن ، است گرفته قرار محققین توجه

۱Least Squares ۲Underdetermind
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سیگنال از ۱ کامل“ فوق ” دیکشنری یک روی سیگنال یک برای تنک نمایش یافتن مسئله به توان می ، نمونه عنوان
برای توان می را سیگنالها تنک نمایش . ( ۲ “ اتمی تجزیه ” اصطلاحا ) . [۱] کرد اشاره شده تعیین پیش از های
حوزه در خصوص به و شود می مطرح ۴ “ تنک کدینگ ” عنوان تحت کاربردغالبا این که برد کار به ۳ سازی فشرده
کمی تعداد از خطی ترکیب یک صورت به را سیگنال یک ، ۵ تنک نمایش . [۴] است توجه مورد تصویر پردازش
یکتا جواب یک فرومعین حالت در خطی معادلات دستگاه دانیم می . کند می توصیف مشخص های پایه از
مشخص یکتا طور به هم را فرومعین های دستگاه از هایی جواب ، شرایطی کردن اضافه با توان می اما . ندارد
ای ساده های فرض با که دید خواهیم بعد فصل در . است جواب بودن تنک شرط ، شرایط این از یکی . کرد
هستند یکتا “ معین فرو ” خطی معادلات های دستگاه “ تنک کافی اندازه به ” های جواب که داد نشان توان می
وارون تبدیل یک ، تنک کافی اندازه به های جواب به مربوطه تبدیل های دامنه کردن محدود با ، ترتیب این به .
نویززدایی ، سازی فشرده جمله از سیگنال پردازش کاربردهای در تنک های جواب این . آوریم می دست به پذیر
۱۰ فشرده و ۹ کارا بسیار های نمایش ، و... ۸ چهره تشخیص ، ۷ تصاویر بندی طبقه ، ۶ پذیری فراتفکیک تصویر،
اصلی مسئله طرح از قبل . [۹ ،۸ ،۷ ،۶ ،۵] مفیدند پردازش و تحلیل برای عملا که دهد می دست به سیگنالها از

کنیم: می مطرح را تنک پردازش مبحث در نیاز مورد تعاریف ابتدا در ،

ستون های و سطرها تمام اگر می شود نامیده ۱۱ کامل رتبه ماتریس یک کامل). رتبه ماتریس ) ۱ - ۱ - ۱ یف تعر
. [۱۰] باشد خطی مستقل آن

. می گویند ۱۲ اتم تُنُک، نمایش رویکرد در پایه بردارهای به (اتم). ۲ - ۱ - ۱ یف تعر

دیکشنری ، است قبل تعریف در اتم ها یا پایه ها شامل آن ستون های که ماتریسی به دیکشنری). ) ۳ - ۱ - ۱ یف تعر
. می گویند ۱۳

. شود می نامیده ۱۴ دیکشنری یادگیری ، پایه بردارهای استخراج عمل دیکشنری). یادگیری ) ۴ - ۱ - ۱ یف تعر

اتم های از تعداد مینیمم خطی ترکیب بصورت را داده بردارهای ، تُتُک کدینگ تُنُک). کدینگ ) ۵ - ۱ - ۱ یف تعر
. می کند بیان دیکشنری

داده از مشخص کلاس یک برای مناسب کامل فوق دیکشنری پیداکردن اولا ، تنک نمایش در مهم مسئله دو
در ما نظر مورد مسئله که است سیگنال نمایش ترین تنک آوردن دست به برای کارا الگوریتم یک یافتن دوما و ها

. کنیم بیان “ اتمی تجزیه ” دیدگاه قالب در را مسئله خواهیم می حال . باشد می نیز نامه پایان این
۱Overcomplete ۲Atomic decomposition ۳compression ۴Sparse Coding ۵Sparse

Representation ۶Super-Resolution ۷Image classification ۸Image Recognation ۹efficient
۱۰compact ۱۱Full rank ۱۲Atom ۱۳Dictionary ۱۴Dictionary Learning
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یافتن هدف و است شده داده x مانند n× ۱ ( مخلوط بردار یا ) سیگنال بردار یک اتمی” ”تجزیه دیدگاه در
بردارهای . است {ai}mi=۱ مانند شده تعیین پیش از سیگنال بردار m از خطی ترکیب یک شکل به آن از نمایشی

: داریم ریاضی بیان به . گویند می دیکشنری را ها آن ی مجموعه و اتم اصطلاحا را ai

x =
n∑
i=۱

siai = As (۳ - ۱)

) ضرایب m× ۱ بردار s و ( هستند ai اتمهای آن های ستون که ) است دیکشنری n×m ماتریس A آن در که
ضرایب . داریم نیاز مستقل اتم n از ای مجموعه به تنها ، n× ۱ بردار هر دادن نشان برای . است ( منبع بردار یا
خیلی ) را ها اتم تعداد اگر اما . باشند داشته ای ملاحظه قابل مقادیر توانند می همگی کلی حالت در بسطی چنین
حسب بر تنها نمایشی ، سیگنال بردار یک برای بتوان اینکه احتمال (m ≫ n) بگیریم نیاز مورد حد از بیشتر (
بیشتر ، حالتی چنین در ؛ یابد می افزایش شدت به ، آورد دست به ( n از کمتر (یعنی ها اتم از محدودی تعداد
مناسب انتخاب با واقع در بود. خواهد تنک ( s بردار (یعنی بسط ضرایب بردار عبارتی به یا و ناچیز بسط ضرایب
پیدا تنک نمایش ، نظر مورد سیگنال فضای یک در موجود های سیگنال تمام برای بتوان است ممکن دیکشنری
کند می آشکار بهتر را سیگنال ساختار ، شده شناخته های اتم از محدودی تعداد حسب بر تنک نمایش یک کرد.
s صفر غیر های مولفه با x اولیه مولفه n جای به ) . است کاراتر سیگنال انتقال و پردازش ، نگهداری برای و
” ، “ تنک نمایش ” عناوین تحت همچنین بحث مورد مسئله ( . است کمتر بسیار تعدادشان که کرد کارخواهیم

. شود می شناخته نیز “ اتمی تجزیه ” و ۱ “ تنک تجزیه

مسئله حل در پیشنهادی راهکارهای ۲ - ۱

معرفی بودن تنک برای بسیاری معیارهای تاکنون . xاست = As دستگاه جواب ترین تنک یافتن ، ما اصلی هدف
است عبارت شهودی طور به که است l۰ نرم ، بردار یک بودن تنک سنجش برای ساده معیارهای از یکی . اند شده
یک صورت به توان می را جواب ترین تنک جستجوی عملیات ترتیب این به . بردار آن غیرصفر عناصر تعداد از

: کرد مطرح سازی بهینه مسئله

P۰ : min ∥ s ∥۰ s.t. x = As (۴ - ۱)
۱Sparse Decomposition
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از بسیاری در این بر علاوه . است ۱ ترکیبیاتی جوی و جست به نیاز وجوب مسئله این حل اساسی مشکل اما
این برای . هستیم روبرو x = As + v تساوی با لذا است همراه نویز با x = As سیستم واقعی کاربردهای

: شود حل ، [۱۱] است پایدار نویز به نسبت که را زیر مسئله باید ۸ - ۳ مسئله حل جای به منظور

P ϵ
۰ : min ∥ s ∥۰ s.t. ∥ x− As ∥۲

۲< ϵ (۵ - ۱)

الگوریتم میتوان ها روش این جمله از که است شده پیشنهاد متعددی های روش تاکنون ۲ - ۲ مسئله حل برای
حریصانه های الگوریتم جمله از که برد نام را ۳ متعامد تطابقی جوی و جست الگوریتم و ۲ تطابقی جوی و جست

. [۱۳ ،۱۲] هستند ۴

دستگاه از جوابی یعنی ؛ است l۱ نرم است گرفته قرار استفاده مورد بودن تنک سنجش برای که دیگری معیار
: داراست را l۱ نرم کمترین که کرد جستجو را x = As

P۱ : min ∥ s ∥۱ s.t. x = As (۶ - ۱)

۵ محدب S گوییم آنگاه . باشد Rn از مجموعه زیر یک S کنید فرض محدب). (مجموعه ۱ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. S مجموعه به متعلق αx+ (۱ − α)y ، α ∈ [۰, ۱] هر و x, y ∈ S هر برای اگر است

f : S −→ R تابع یک . Rnباشد از محدب مجموعه زیر Sیک کنید فرض محدب). (تابع ۲ - ۲ - ۱ یف تعر
باشیم داشته α ∈ [۰, ۱] هر و x, y ∈ S هر برای گاه هر شود می نامیده ۶ محدب تابع

f(αx+ (۱ − α)y) ≤ αf(x) + (۱ − α)f(y)

از ( مقعر تابع یک بیشینه یا ) محدب تابع یک کمینه مقدار یافتن به محدب). سازی بهینه ) ۳ - ۲ - ۱ یف تعر
بهینه مسئله ، دیگر عبارت به . شود می گفته کوژ سازی بهینه یا ۷ محدب سازی بهینه ، محدب ای مجموعه بین
بهینه مسائل نوع این مزیت ترین مهم شود. می گفته محدب باشند محدب آن شرایط توابع و هدف تابع که سازی
یک که سازی بهینه الگوریتم هر و هست نیز سراسری بهینه نقطه یک محلی بهینه نقطه هر که است این در سازی

است. یافته را سراسری بهینه نقطه یک حقیقت در ، بیابد را محلی بهینه نقطه

۸ محدب سازی بهینه مسئله یک ۶ - ۱ مسئله همچنین و دارد نویز به نسبت کمتری بسیار حساسیت l۱ نرم
۱Combinatorial Search ۲Matching Pursuit ۳Orthogonal Matching Pursuit ۴Greedy

Algorithms ۵convex set ۶convex function ۷convex optimization ۸convex optimization

۷



معادل ۶ - ۱ مسئله . است ۱ “ پایه جستجوی ” عنوان تحت ، تنک تجزیه روش ترین موفق اساس همین و است
استفاده مسئله حل برای ۳ درونی نقطه های روش از توان می لذا و است ۲ (LP) خطی ریزی برنامه مسئله یک

. کرد
و شده مطرح ۴ (SP) “ زیرفضا جستجوی ” روش در که بودن تنک از دیگری تعبیر ، معیار دو این بر علاوه
سازی پیاده برای روش این های ایده از و کرده بیان ، را [۱۴] شد خواهد l۰ نرم سازی کمینه به منجر تعبیری به
اصلی ی ایده . شد خواهد استفاده ۵ (IDE) “ پیاپی -تخمین سازی آشکار ” های روش خانواده از ای نسخه
( اند ملاحظه قابل مقداری دارای که s بردار از هایی مولفه ) “ فعال ” منابع ( تقریبی ) آشکارسازی IDE روش
ترین تنک یافتن برای بهینگی معیارهای و برد بین از را ترکیبیاتی جوی و جست به نیاز توان می ایده این با که است

. [۱۵] کرد پیاده عملا را جواب

۱Basis Pursuit ۲Linear Programing ۳interior-pointmethods ۴Subspace Pursuit ۵Iterative

Detection-Estimation
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۲ فصل

سیگنال تنک نمایش تعیین های روش

قراردادها و اصطلاحات برخی معرفی ۱ - ۲

، گرفت خواهد قرار استفاده مورد آتی های فصل و فصل این در که را مفاهیم و اصطلاحات برخی بخش این در
در s فضای- همچنین و دارد تعلق آن به x بردار که است Rn فضای همان x-فضای از منظور . شود می معرفی
. است منبع یک “ بودن فعال ” مفهوم شود می استفاده آن از زیاد که دیگری مفهوم . است Rm فضای همان واقع
صفرند غیر آن های مولفه بیشتر که گرفتیم معنا این به را (s) منبع بردار بودن تنک ساده دید یک با ، قبل فصل در
های مولفه روی کوچکی نویز گرفتن قرار با تعریف این با . است m از کمتر خیلی آن l۰ نرم دیگر عبارت به یا ؛
برداری چنین که آن حال ؛ شود می خارج بودن تنک تعریف ی دایره از عملا مذکور بردار ، (s) منبع بردار صفر
ملاحظه قابل مقدار ” که را بردار از هایی مولفه . است تنک همچنان ، ما نظر از ، عملی مقاصد از بسیاری برای
ترتیب این به . نامیم می “ فعال غیر ” های مولفه را دارند ناچیزی مقدار که آنها و “ فعال ” های مولفه ، دارند “ ای
اصطلاح گاهی . باشد داشته زیادی فعال غیر های مولفه که است تنک برداری ، بودن تنک مفهوم ی توسعه با ،
یک “ بودن فعال ” مفهوم شویم می متذکر . بریم می کار به را (si) منبع یک یا مولفه یک “ فعالیت وضعیت ”
تعریف تر دقیق طور به را آن کنیم استفاده کمی شکل به اصطلاح این از بخواهیم که جا هر و است کیفی معیار

کنیم. می
شده نرمالیزه واحد l۲ نرم به همواره ، A دیکشنری ماتریس های ستون که کنیم می قرارداد پایان در همچنین
ستون m که است این منظور ؛ کنیم می انتخاب “ تصادفی طور به ” را ماتریس این ها آزمایش در همچنین و اند

. آوریم می دست به Rn در واحد ی کره روی یکنواخت توزیع یک از را آن

۹



مختلف های نرم :۱ - ۲ شکل

سیگنال تنک نمایش تعیین ۲ - ۲

شود اضافه مسئله به قیدی باید x = As دستگاه جواب ترین تنک یافتن برای ، گفتیم قبل فصل در که گونه همان
مولفه تعداد معرف ، بردار یک صفر نرم که جا آن از . کند محدود را حاصل نمایش صفر غیر های مولفه تعداد که
به برای . شد خواهد بردار به تنکی شرط تحمیل به منجر صفر نرم سازی کمینه لذا ، باشد می آن صفر غیر های

مسئله باید جواب ترین تنک آوردن دست

p۰ : min||s||۰ s.t. x = As (۱ - ۲)

s بردار صفر غیر های مولفه تعداد دهنده نشان ||s||۰ ≜ |supp(s) = {i : si ̸= ۰}| آن در که ، شود حل
می تلقی NP-Hard فوق مسئله ، نیست پذیر مشتق ، تر مهم آن از و نیست محدب صفر نرم که جا آن از . است
برای ، دیگر عبارت به . است عملی غیر بالا ابعاد در وضوح به که است کامل جستجوی به منوط آن حل و شود
که A از ماتریس زیر N =

(
m
k

) تعداد حالت بدترین در است لازم ، صفر غیر ی درایه k با جوابی کردن پیدا
استفاده ، مسئله نوع این حل راهکارهای از یکی . گیرد قرار بررسی مورد ، فضاست زیر یک ی نماینده کدام هر
را متعامد تطابقی جستجوی و تطابقی جستجوی الگوریتم دو بعد فصل در که است حریصانه های الگوریتم از
بودن تنک فرض با خطی های سیستم با مواجهه در مهم راهکارهای از دیگر یکی . داد خواهیم شرح تفصیل به
است طبیعی . باشد تر ساده آن کردن کمینه قابلیت که است بالاتر مرتبه از نرمی با صفر نرم زدن تقریب ، جواب
نرم سازی کمینه از حاصل جواب به سازی کمینه از حاصل جواب ، شود استفاده تری پایین مرتبه نرم از هرچه که
محدب ۰ ≤ p < ۱ ازای به نرم تابع ، شود می مشاهده ۱ - ۲ شکل در که طور همان . بود خواهد تر نزدیک صفر

. بود خواهد محدب تابع p = ۱ ازای به و شده هموارتر تابع ، شود می نزدیک یک سمت به چه هر و نیست
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بعدی سه فضای در pp حل از استفاده با x = As سیستم و lp های توپ بین تقاطع :۲ - ۲ شکل

J(s) = ||s||pp = صورت به ، دهد می میل تنکی سمت به را ما ی مسئله توابع از ای دسته کلی طور به
توابع این بقیه و داراست را نرم خواص تمام ||.||۱ تنها توابع این میان از . [۱۰] است ۰ ≤ p ≤ ۱ با ∑i |si|p

: است زیر فرم به متناظر مسئله انتخاب این با . شوند می خوانده نرم شبه

Pp : min ||s||pp s.t. x = As (۲ - ۲)

از ۱۲ - ۲ مسئله جواب آوردن دست به برای . کنید توجه [۱۰] مرجع از lp نرم هندسی تعبیر به ، بهتر درک برای
که جایی تا دمید ، شوند می تعریف ||s||p = cte صورت به که lp های توپ در اصطلاحا باید ، هندسی دید

. شود حاصل شده ذکر آفین فضای زیر با برخورد اولین

فضای های ویژگی که است ای هندسی ساختار ۱ آفین فضای ، ریاضیات در آفین). (فضای ۱ - ۲ - ۲ یف تعر
موازی به مربوط خواص وتنها ، هستند زاویه گیری اندازه و فاصله مفاهیم از مستقل که ؛ دهد می تعمیم را اقلیدسی

. مانند می باقی موازی ، موازی خطوط آفین تبدیل یک در . دارند می نگه را بودن

p مختلف مقدار چند برای lp های توپ با ، x = As با متناظر آفین فضای زیر مشترک فصل ۲ - ۲ شکل در
. است شده داده نشان

۱Affine space
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پاسخ به کند می میل صفر سمت به p هرچه که این اول ؛ دریافت توان می را مهم نکته دو شکل به توجه با
تنکی های جواب به ، صفر نرم شبه محدب تقریب بهترین عنوان به یک نرم که این دوم و رسیم می تری تنک های
یک نرم با صفر نرم جایگزینی ، است صفر نرم به محدب نرم ترین نزدیک (l۱) یک نرم که جا آن از . انجامد می

: رسد می نظر به تقریب ترین منطقی ،

p۱ : min||s||۱ s.t. x = As (۳ - ۲)

“ پایه جستجوی ” خانواده به که اند شده معرفی خطی ریزی برنامه کمک به هایی حل راه ، اخیر مسئله برای
. [۱۶] است n۳ مرتبه از آنها محاسباتی پیچیدگی و معروفند

، دهیم شرح را جواب ترین تنک یافتن مسئله برای شده مسئله برای شده ارائه های حل راه که آن از پیش اما
. کنیم بیان را جواب این یکتایی به مربوط قضایایی است لازم

جواب ین تر تنک یکتایی ۳ - ۲

تمامی ) شوند می بیان [۱۰] مرجع از سیگنال نمایش ترین ترین تنک یکتایی به مربوط قضایای قسمت این در
قضیه ابتدا . اند) شده استخراج [۱۰] مرجع از جواب ترین تنک یکتایی خصوص در بخش این قضایای و تعاریف
فضای توصیف برای روشی ماتریس یک اسپارک . شود می بیان دیکشنری ۱ اسپارک مفهوم از استفاده با یکتایی

. است ماتریس آن ۲ پوچ

آن از هایی ستون تعداد ترین کم از است عبارت ماتریس یک اسپارک ماتریس). یک (اسپارک ۱ - ۳ - ۲ یف تعر
. اند خطی وابسته که

باشد)، A پوچ فضای به متعلق y بردار (یعنی کند صدق Ay = ۰ رابطه در که y بردار هر ، تعریف این به بنا
شرط لزوما

||y||۰ ≥ spark(A) (۴ - ۲)
۱Spark ۲Nall-space
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به منجر خطی ترکیب یک با که A از هایی ستون تعداد ، ماتریس اسپارک تعریف به بنا چون . بود خواهد برقرار
بیان زیر صورت به یکتایی قضیه ، تعریف این با . باشند مساوی یا بیشتر spark(A) از باید ، شوند می ۰ بردار

: شود می

آنگاه کند، صدق ||s||۰ < spark(A)/۲ شرط در x = As فرومعین دستگاه از جوابی اگر .۲ - ۳ - ۲ قضیه
. بود خواهد معادلات دستگاه این جواب ترین تنک لزوما

بنابراین . As′ = x یعنی ؛ باشد مفروض خطی معادلات دستگاه از دیگری دلخواه جواب s′ کنید فرض برهان.
رابطه و l۰ نرم تعریف به بنا لذا . A(s− s′) = ۰ یعنی ؛ است A ماتریس پوچ فضای به متعلق s− s′ بردار ،

: داریم ۴ - ۲

||s||۰ + ||s′||۰ ≥ ||s− s′||۰ ≥ spark(A) (۵ - ۲)

عناصر مجموع از بیشتر تواند نمی s − s′ بردار غیرصفر عناصر تعداد که معناست این به چپ سمت نامساوی
: داشت خواهیم بنابراین ، ||s||۰ < spark(A)/۲ فرض به بنا طرفی از باشد. s′ و s بردار غیرصفر

||s′||۰ ≥ spark(A)/۲ (۶ - ۲)

بود. خواهد As = x دستگاه جواب ترین تنک s بنابراین . ( As′ = x که s′ هر برای )

ترکیبیاتی جستجوی نیازمند خود ماتریس یک اسپارک یافتن ، آید می بر ۱ - ۳ - ۲ تعریف از که گونه همان
استفاده ساده بسیار راه یک . است نیاز جواب ترین تنک یکتایی تضمین برای تری ساده روش به ، بنابراین . است

. است دیکشنری های اتم بین متقابل همبستگی از

همبستگی ضریب مطلق قدر ماکزیمم از است عبارت متقابل همبستگی ۱ متقابل). (همبستگی ۳ - ۳ - ۲ یف تعر
: شود می تعریف زیر صورت به A ماتریس برای متقابل همبستگی ، ریاضی بیان به . آن متمایز های ستون بین

µ(A) = max
i ̸=j

|aTi aj|
||ai||۲||aj||۲

. است ماتریس یک های ستون بین خطی وابستگی ارزیابی برای کمیتی متقابل همبستگی ، ترتیب این به
. است تر نزدیک متعامدبودن به ماتریس ، باشد تر کوچک همبستگی ضریب هرچه

۱Mutual-coherence
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: است برقرار زیر رابطه A ∈ Rn×m ماتریس هر برای .۴ - ۳ - ۲ لم

spark(A) ≥ ۱ + ۱/µ(A) (۷ - ۲)

شود. مراجعه [۱۰] مرجع به برهان.

: شود می بیان زیر صورت به دیکشنری متقابل همبستگی از استفاده با یکتایی قضیه

، کند صدق ||s||۰ < ۱
۲(۱ + ۱/µ(A)) شرط در x = As فرومعین دستگاه از جوابی اگر .۵ - ۳ - ۲ قضیه

. بود خواهد معادلات دستگاه این جواب ترین تنک لزوما آنگاه

شود. می نتیجه مستقیما ۴ - ۳ - ۲ لم و ۲ - ۳ - ۲ قضیه از استفاده با برهان.

: مسئله جواب هم جواب این آنگاه ، کند صدق ۵ - ۳ - ۲ قضیه شرط در x = As از جوابی اگر

p۰ : min||s||۰ s.t. x = As (۸ - ۲)

: مسئله جواب وهم

p۱ : min||s||۱ s.t. x = As (۹ - ۲)

معمولا که است ذکر به لازم . [۳] بود خواهند معادل مسئله دو وضعیت این در ، دیگر عبارت به . بود خواهد
سیگنال یکتای نمایش ، بودن تنک روی ۵ - ۳ - ۲ قضیه که شرطی ، نتیجه در ؛ spark(A) ≫ ۱ + ۱/µ(A)

. است ۲ - ۳ - ۲ قضیه شرط از تر کننده محدود بسیار ، گذارد می

سیگنال تنک یب تقر پایداری ۴ - ۲

، کاربردها از بسیاری در . نیست برقرار عموما x = As تساوی ، شدیم متذکر قبل فصل در که گونه همان
تعابیر ، کاربرد به بسته که است محدود انرژی با برداری ، v بردار آن در که هستیم مواجه x = As+ v باتساوی
کرده آلوده را تمیز سیگنال که است نویزی دهنده نشان بردار این ، سازی فشرده در مثال عنوان به . دارد مختلفی
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یافت ||x−As||۲ ≤ ϵ ی کره ابر در را پاسخ ترین تنک باید ، جواب پایداری منظور به ، حالتی چنین در . است
: [۱۱] کرد استفاده آنها نویز به نسبت پایدار های نسخه از باید ، p۱ و p۰ مسئله دو جای به این بر بنا .

pϵ۰ : min
s

||s||۰ s.t. ||x− As||۲ ≤ ϵ (۱۰ - ۲)

و

pϵ۱ : min
s

||s||۱ s.t. ||x− As||۲ ≤ ϵ (۱۱ - ۲)

دست به x̂۰ = Aŝصورت x۰به نویز بدون سیگنال از تخمینی توان می ، فوق مسائل از هریک حل با ترتیب این به
(||x−As||۲ ≤ ϵ) بالا های رابطه در شده استفاده شرط . است فوق مسئله دو از یکی جواب ŝ ، آن در که آورد
دو . پایدارند نویز به نسبت فوق مسئله دو هر که است شده داده نشان [۱۱] در . دارد شهرت LASSO شرط به

: شوند می بیان مرجع این از نقل به زیر قضیه

اگر صورت این در . بگیرید نظر در را x۰ = As۰ تمیز سیگنال .۱ - ۴ - ۲ قضیه

||s۰||۰ = k <
۱
۲(۱ + ۱/µ(A))

: آنگاه
||sϵ۰ − s۰||۲ ≤ ϵ+ δ√۱ − µ(A)(۲k − ۱) ,∀ϵ ≥ δ > ۰

اگر صورت این در . بگیرید نظر در را x۰ = As۰ تمیز سیگنال .۲ - ۴ - ۲ قضیه

||s۰||۰ = k <
۱
۴(۱ + ۱/µ(A))

آنگاه:
||sϵ۰ − s۰||۲ ≤ ϵ+ δ√۱ − µ(A)(۴k − ۱) ,∀ϵ ≥ δ > ۰

در ، کنند می اثبات را سیگنال تنک نمایش پایداری و یکتایی که قضایایی و تئوری های پشتوانه بیان از پس
. شوند می معرفی ها سیگنال تنک نمایش آوردن دست به برای رایج های الگوریتم از تعدادی ، ادامه
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موجود های روش ۵ - ۲

است شده معرفی سیگنال یک نمایش ترین تنک آوردن دست به برای زیادی های الگوریتم اخیر ی دهه چند طی
والگوریتمهای سازی بهینه مسئله حل بر مبتنی های الگوریتم کلی دسته دو به عمدتا ها الگوریتم این . [۱۷]

. شوند می تقسیم حریصانه
تنک از s دوری میزان ی دهنده نشان که کنند می تعریف s بردار از ۱ ای هزینه تابع ، اول دسته های روش
با سپس ؛ ( است تر تنک s بردار ، باشد تر کوچک مذکور ی هزینه تابع هرچه ، دیگر عبارت به ) است بودن
تابع که است طبیعی . یابند می را جواب ترین تنک ، x = As جواب مجموعه روی هزینه تابع این کردن مینیمم
ای گونه به باید هم و باشد بیشتر نهایی جواب دقت تا باشد بودن تنک از بهتری معیار باید هم انتخابی ی هزینه
در غالبا ویژگی دو این ، رود می انتظار که طور همان . باشد تر ساده آن به مربوط سازی بهینه مسئله حل که باشد
بهینه مسئله حل بر مبتنی های روش اصلی چالش بودن تنک برای مناسب معیارهای یافتن برای تلاش و اند تضاد
ادامه در که است l۱ نرم سازی مینیمم داراست را ویژگی دو هر که ای هزینه تابع از موفقی نمونه البته . است سازی

. داد خواهیم شرح
، سازی بهینه مسئله یک صریح حل جای به که هستند هایی روش حریص های الگوریتم یعنی دوم دسته
به حریص های الگوریتم . دهند می ارائه دستگاه جواب ی مجموعه میان از جواب یک انتخاب برای الگوریتمی
نمایش به مربوط ۳ ی مانده باقی با ( شباهت یا ) ۲ همبستگی بیشترین که را اتم چند یا یک قدم به قدم صورت
مبتنی ها روش این اساس . کنند می روز به را مانده باقی این ها آن از استفاده با و کرده انتخاب ، دارند را سیگنال

. است دیکشنری های اتم از استفاده با سیگنال ی مرحله به مرحله تخمین بر
مرحله هر در که هستند هایی الگوریتم اول دسته : شوند می تقسیم کلی دسته دو به حریصانه الگوریتمهای
الگوریتم دوم دسته و کند می انتخاب را دارد سیگنال نمایش ی مانده باقی به را همبستگی بیشترین که اتم یک
حذف را ها اتم این از تعدادی الگوریتم پیشروی طی در و انتخاب را اتم یک از بیش مرحله هر در که هستند هایی
جستجوی و ( MP ) تطابقی جستجوی روش دو . کند می اضافه مجموعه این به جدیدی های اتم یا و کرده
دوم دسته های روش جمله از (CoSaMP) الگوریتم و اول دسته های روش جمله از ( OMP ) متعامد تطابقی

. باشند می تنک پردازش حوزه در پرکاربرد های الگوریتم جمله از که هستند
۱cost function ۲correlation ۳residual
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سازی بهینه مسئله حل بر مبتنی های روش

l۰ نرم سازی کمینه ۱ - ۵ - ۲

بردار یک l۰ نرم کنیم می آوری یاد . است بودن تنک برای معیار ترین ساده l۰ نرم ، شد گفته قبلا که گونه همان
توان می ، بپذیریم s بردار بودن تنک از معیاری عنوان به را کمیت این اگر . آن صفر غیر عناصر تعداد با است برابر

: آورد بدست زیر سازی بهینه مسئله حل با را جواب ترین تنک

(P۰) : min||s||۰ s.t. x = As (۱۲ - ۲)

از اندکی s های مولفه از یکی اگر که معنا این به ؛ است ناپیوسته علاوه به و خطی غیر شدت به s از ||s||۰ تابع
تابع که دهد می نشان ویژگی همین و یابد می افزایش واحد یک اندازه به ||s||۰ تابع شود جا به جا صفر مقدار
کاربرد مسائلی تنک های جواب یافتن برای تنها ||s||۰ تابع دیگر عبارت به . است حساس نویز به نسبت ||s||۰
بسط نظر مورد سیگنال ، دیگر بیان به یا ؛ باشند صفر برابر “ دقیقا ” اولیه منبع بردار فعال غیر های مولفه که دارد
بردار هزنه تابع ، ناچیز هرچند ، دیگری مقدار گونه هر ؛ باشد داشته دیکشنری های اتم حسب بر دقیقی تنک
هموار غیر ( شدیدا ) رفتار دلیل به همچنین . دهد می کاهش را آن یافتن احتمال و داده افزایش شدت به را مربوطه
استفاده P۰ مسئله حل برای ، دارند وجود خطی غیر مسائل حل برای که کارایی های روش از توان نمی ||s||۰ تابع
به ای اشاره ادامه در که است ترکیبیاتی جوی و جست از استفاده مسئله این صریح حل برای موجود راه تنها و کرد

. داشت خواهیم آن
برای . است صفر مولفه m−n حداقل با های جواب دارای ( n < m با ) x = As دستگاه کلی حالت در
دادن قرار صفر با سپس ، دهیم قرار صفر با برابر و کرده انتخاب دلخواه به را مولفه m−n باید ها جواب این یافتن
مثال طور به . شد خواهد تبدیل ( مجهول n و nمعادله )n×n دستگاه یک به x = As دستگاه ، m−nمولفه

(s۱:n = A−۱
۱:nx , sn+۱:m = صورت(۰ به دستگاه جواب ، کنیم فرض صفر برابر را s بردار آخر m−nمولفه اگر

این به “ خطی ریزی ”برنامه اصطلاح در . است an تا a۱ های اتم شامل ماتریسی A۱:n آن در که ، بود خواهد
انتخاب با متناظر ها جواب این از کدام هر . شود می گفته ۱ ” ای پایه های جواب ” آمده دست به های جواب
است {ai}ni=۱ های بردار از متشکل پایه شده گفته مثال در . است A ماتریس ستون m از -عضوی n پایه یک

. باشد می جواب ای پایه بخش ، s۱:n یعنی ، است پایه بردارهای با متناظر که جواب از بخش آن همچنین و
اگر . است (m

n

) با برابر دقیقا ، n× n های دستگاه تمام بودن پذیر وارون فرض با ای پایه های جواب تعداد
۱basic solutions
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بین لزوما ها جواب این ، باشد داشته صفر مولفه m − n از بیش که باشد داشته هایی جواب x = As دستگاه
بخش در صفر مولفه تعدادی جواب ای پایه غیر بخش بر علاوه موارد این در . بود خواهند ای پایه جواب (

m
n

)
اخیر مثال در ، نمونه عنوان به . شوند می خوانده “ تباهیده ” ها جواب این که داشت خواهد وجود جواب ای پایه
ای پایه جواب ، بیایند دست به صفر برابر s۱:n های مولفه از تعدادی x = A۱:ns۱:n دستگاه حل از پس اگر

. شود می نامیده تباهیده مربوط
ای پایه های جواب میان در لزوما x = As دستگاه جواب ترین تنک ، شده گفته توضیحات به توجه با
باید ، l۰ نرم کمترین دارای ( دقیق ) جواب یافتن برای بنابراین . است تباهیده غالبا و دارد قرار x = As دستگاه
تمام باید ناچارا لذا . ندارد وجود اینکار برای کارایی الگوریتم که ، کرد جستجو ای پایه جواب (

m
n

) میان در را آن
حالات فرد به فرد جستجوی ) ترکیبیاتی جستجوی به نیاز ، دیگر عبارت به یا کرد بررسی تک تک را جواب (

m
n

)
در جستجو نوع این از فرار برای حریص الگوریتمهای جمله از OMP و MP های روش البته ) . داریم ( ممکن

( . داد خواهیم شرح ها آن مورد در ادامه در که است جواب ترین تنک تقریب یافتن

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .۱ - ۵ - ۲ مثال

min z =||s||۰ (۱۳ - ۲)

s.t. s۱ + s۲ + ۴s۳ − s۴ + ۳s۵ = ۱ (۱۴ - ۲)

s۱ − s۲ − ۲s۳ + ۳s۴ + s۵ = ۱ (۱۵ - ۲)
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: دارد وجود ای پایه جواب (
(۵

۲
)
=) ۱۰ مسئله این برای

(nonbasic variables : s۳ = s۴ = s۵ = ۰ ⇒ basic : s۱ = ۱, s۲ = ۰ , z = ۱) (۱۶ - ۲)

(nonbasic variables : s۲ = s۴ = s۵ = ۰ ⇒ basic : s۱ = ۱, s۳ = ۰ , z = ۱) (۱۷ - ۲)

(nonbasic variables : s۲ = s۳ = s۵ = ۰ ⇒ basic : s۱ = ۱, s۴ = ۰ , z = ۱) (۱۸ - ۲)

(nonbasic variables : s۲ = s۳ = s۴ = ۰ ⇒ basic : s۱ = ۱, s۵ = ۰ , z = ۱) (۱۹ - ۲)

(nonbasic variables : s۱ = s۴ = s۵ = ۰ ⇒ basic : s۲ = −۳, s۱ = ۱ , z = ۲) (۲۰ - ۲)

(nonbasic variables : s۱ = s۳ = s۵ = ۰ ⇒ basic : s۲ = ۲, s۴ = ۱ , z = ۲) (۲۱ - ۲)

(nonbasic variables : s۱ = s۳ = s۴ = ۰ ⇒ basic : s۲ =
−۱
۲ , s۵ =

۱
۲ , z = ۲) (۲۲ - ۲)

(nonbasic variables : s۱ = s۲ = s۵ = ۰ ⇒ basic : s۳ =
۲
۵ , s۴ =

۳
۵ , z = ۲) (۲۳ - ۲)

(nonbasic variables : s۱ = s۲ = s۴ = ۰ ⇒ basic : s۳ =
−۱
۵ , s۵ =

۳
۵ , z = ۲) (۲۴ - ۲)

(nonbasic variables : s۱ = s۲ = s۳ = ۰ ⇒ basic : s۴ =
۱
۵ , s۵ =

۲
۵ , z = ۲) (۲۵ - ۲)

چندگانه بهینه جواب ) هستند مسئله این بهینه های جواب ۱۹ - ۲ تا ۱۶ - ۲ های جواب شود می ملاحظه که چنان
. اند تباهیده های جواب همگی که (

l۱ نرم سازی کمینه ۲ - ۵ - ۲

محدودیت و متغیرهاست از خطی تابع یک آن هدف تابع که است ای سازی بهینه مسئله “ خطی ریزی برنامه ”
: [۱۸] است زیر صورت به خطی ریزی برنامه استاندارد فرم . است خطی ( ونامعادلات ) معادلات شامل ها

min z =cTx (۲۶ - ۲)

s.t. Ax = b , x ≥ ۰

ها آن عبارتی به ؛ دارند نام ۱ شدنی های جواب ، کند صدق x ≥ ۰ شرط در که Ax = b دستگاه از هایی جواب
گرفت. نظر در بهینه جواب برای شدنی های گزینه عنوان به توان می را

که ۲۶ - ۲ استاندارد فرم در خطی ریزی برنامه یک به توجه با خطی). ریزی برنامه اساسی (قضیه ۲ - ۵ - ۲ قضیه
۱feasible solutions
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: است n رتبه از n×m ماتریس یک A
. دارد وجود شدنی ای پایه جواب یک ، باشد داشته وجود شدنی جواب یک اگر (i)

. دارد وجود بهینه شدنی ای پایه جواب یک ، باشد داشته وجود شدنی بهینه جواب یک اگر (ii)

کنید. مراجعه [۱۸] مرجع به برهان برای برهان.

Ax = b دستگاه شدنی ای پایه های جواب میان در بهینه جواب یافتن به را بهینه جواب یافتن اساس این بر
پایه یک کند می سعی که دانست (BP) “ پایه جستجوی ” روش یک توان می را LP ، اعتبار این با . کرد محدود
ی پایه . است l۱ نرم کردن کمینه الگوریتم این اصلی ی ایده . کند انتخاب ممکن ی پایه (m

n

) میان از را بهینه ی
با . کند می مینیمم را cTx هزینه تابع ( x یعنی ) آن حسب بر b بردار نمایش که است ای گونه به شده انتخاب

. باشد تنک امکان حد تا بهینه x که داشت انتظار توان می تابع این ذات به توجه
مسئله جواب یافتن های راه از یکی ، کردیم اشاره قبلا که گونه همان

(P۰) : min||s||۰ (۲۷ - ۲)

s.t. x = As

: است l۱ نرم با l۰ نرم زدن تقریب

(P۱) : min||s||۱ =
m∑
i=۱

|si| (۲۸ - ۲)

s.t. x = As

معادل P۱ مسئله که داد نشان توان می ، آن از تر مهم ؛ است خطی و محدب تابعی l۱ نرم که خصوصیت این با
خطی ریزی برنامه مسائل برای شده تعبیه الگوریتمهای از توان می لذا و خطی ریزی برنامه مسئله یک با است
جواب ( و یکتاست نتیجه در ) باشد تنک کافی اندازه به فرومعین خطی سیستم پاسخ اگر کنید توجه . جست بهره
حساسیت P۰ مسئله به نسبت P۱ مسئله ، این بر علاوه . است سراسری بهینه جواب همان P۱ مسئله محلی بهینه
s بردار های مولفه از یک هر ناچیز تغییر با ، شد گفته قبل بخش در که طور همان . دارد نویز به نسبت کمتری
اما ، است نویز به نسبت P۰ مسئله حساسیت دهنده نشان همین و کند می تغییر شدت به P۰ مسئله هدف مقدار

. نیست چنین P۱ مسئله در
همان که دارد وجود کارایی روش خطی مسائل ای پایه های جواب میان از شدنی بهینه جواب جستجوی برای
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پایه یک عبارتی به یا ؛ شدنی ای پایه جواب یک داشتن با ، روش این در . [۱۸] است ۱ سیمپلکس معروف روش
تعویض نحوی به ندارد حضور پایه در که A های ستون از یکی با ها بردار این از یکی مرحله هر در ؛ ها {ai} از
توان می ۲ “ دوری ضد ” قواعد کمک با ، است ذکر قابل . دهد کاهش را هدف مقدار آمده دست به s که شود می

. [۱۸] کرد تضمین را بهینه جواب سمت به همگرایی
مسئله {x |Ax = b , x ≥ ۰} شدنی های جواب مجموعه ، سیمپلکس روش هندسی تعبیر درک برای
ای پایه جواب یک از شروع با سیمپلکس روش . بگیرید نظر در ، است محدب وجهی چند یک که را ۲۶ - ۲
مجاور راس به راس یک از مرحله هر در و کرده شروع ، است وجهی چند این از ای گوشه نقطه یک که ، شدنی

. یابد کاهش هدف مقدار که شود می جا جابه نحوی به
“ درونی نقطه های روش ” ، دارد وجود خطی ریزی برنامه مسائل حل برای که دیگری های روش خانواده
چند این مرز روی بهینه ی نقطه به نهایت در مذکور چندوجهی درون نقطه یک از شروع با ها روش این . هستند
خانواده علاوه به . هستند سیمپلکس روش از کاراتر بسیار بالا ابعاد با مسائل در ها روش این . رسند می وجهی
( غیرخطی یا خطی ) محدب ریزی برنامه مسئله هر برای LP مسائل بر علاوه توان می را درونی نقطه های روش

. برد کار به ، یابد می افزایش مسئله ابعاد با ای چندجمله یک شکل به که زمانی در ،
در استاندارد فرم به LP مسئله به توان می s = u− v متغیر تغییر با را (۲۸ - ۲) P۱ مسئله که کنیم می اشاره

: [۱۹] آورد

min (۱T ۱T )
(
u

v

)
=

m∑
i=۱

(ui + vi) (۲۹ - ۲)

s.t (A − A)

(
u

v

)
= x (۳۰ - ۲)(

u

v

)
≥ ۰ (۳۱ - ۲)

( . شود می دوبرابر مسئله ابعاد متغیر تغییر این با باشید داشته (توجه

۱Simplex ۲anti-cycling
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: بگیرید نظر در l۱ نرم سازی کمینه هدف تابع با را ۱ - ۵ - ۲ مثال .۳ - ۵ - ۲ مثال

minz =||s||۱ =
۵∑

i=۱
|si| (۳۲ - ۲)

s.t s۱ + s۲ + ۴s۳ − s۴ + ۳s۵ = ۱ (۳۳ - ۲)

s۱ − s۲ − ۲s۳ + ۳s۴ + s۵ = ۱ (۳۴ - ۲)

: از است عبارت مسئله جواب سیمپلکس روش به مسئله حل و متغیر تغییر اعمال از پس

(nonbasicvariables : s۱ = s۲ = s۳ = ۰ ⇒ basic : s۴ =
۱
۵ , s۵ =

۲
۵ , z =

۳
۵) (۳۵ - ۲)

. است ۱۳ - ۲ مسئله از ۲۵ - ۲ ای پایه جواب همان که

نشان [۳] در اما ، نیست یکسان شده) مطرح پایین ابعاد در (که ۱۳ - ۲ مسئله با فوق مسئله جواب چه اگر
P۱ و P۰ مسئله جواب معین فرو های دستگاه بیشتر برای ، شود می بزرگ مسئله ابعاد که هنگامی است شده داده

. شود می l۰ نرم سازی مینیمم به منجر l۱ نرم سازی مینیمم عبارتی به ؛ شود می منطبق برهم

یصانه حر های روش

تطابقی جستجوی روش ۳ - ۵ - ۲

این اصلی ی ایده . [۱۲] شد مطرح اتمی تجزیه روش یک عنوان به Zhang و Mallat توسط ابتدا MP روش
اصلی ی ایده بهتر درک برای . است {ai} های اتم با مخلوط بردار ی مرحله به مرحله تقریب بر مبتنی الگوریتم

. بگیرید نظر در را n = ۲ و m = ۳ خاص حالت ، روش این
[۱۹] دهد می نشان ، است شده ناشی تنک منبع بردارهای از که را مخلوط بردار توزیع نمونه یک ۳ - ۲ شکل
است R۲ همان x- فضای و هستند دوبعدی حاضر مسئله در {ai} های اتم و مخلوط های بردار که کنید توجه .
شده متمرکز {ai} یکه بردارهای حول xها) ) مخلوط بردارهای توزیع همچنین . هستند یکه های بردار ها اتم و
هدف این و بزنیم تقریب {ai} بردار ترین نزدیک با را x بردار اول مرحله در که است این اصلی ی ایده . اند
کمترین ، شود می مشخص ai توسط که خطی تا x بردار ( عمودی ) فاصله اگر که شود می حاصل گونه این به

. ( ها {ai} تمام میان از ) باشد داشته را مقدار
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دارد x بردار تا را ( (عمودی فاصله ترین نزدیک که ( aiای ) اتمی انتخاب : MP روش اصلی ی ایده :۳ - ۲ شکل
. ترتیب همین به و شود می تکرار r(۱) باقیمانده بردار برای عمل این بعد مرحله در . است a۱ بردار اینجا در که
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حال . است {ai} بردارهای حسب بر x =
∑۳

i=۱ siai دقیق بسط دارای x مخلوط بردار ، تر دقیق بیان به
خطا که ای گونه به ؛ (x ≈ siai) است {ai} بردارهای از یکی حسب بر x از تقریبی آوردن دست به ، ما هدف

. شود مینیمم ها si و iها تمام روی ، ||x− siai||۲ یعنی ،
( است خط یک شکل این در که ) ai توسط شده تولید زیرفضای روی x بردار تصویر siai صورت این در
را ها اتم که این به توجه با که si = aTi x

||ai||۲۲
و ) است ||x − siai||۲ با برابر تقریب خطای مقدار و بود خواهد

کافی تقریب بهترین یافتن برای حال . ( کنیم نظر صرف مخرج مقدار از توانیم می ، گرفتیم نظر در یکه های بردار
. کنیم ماکزیمم را |aTi x| تصویر مطلق قدر ، معادل طور به یا و ، مینیمم ها i تمام برای را مذکور خطای که است
MP روش ، تعریف این با . شود می شناخته x و ai بردار دو میان ۱ همبستگی عنوان تحت |aTi x| کمیت
را اتم این اندیس اگر . باشد داشته x بردار با را همبستگی بیشترین که کند می انتخاب را اتمی اول ی مرحله در
هستند r(۱) = x− x(۱) اول مرحله ۲ ی باقیمانده و x̂(۱) =

(aTi۰x)
||ai۰ ||۲۲

ai۰ اول ی مرحله تقریب ، دهیم نشان i۰ با
الگوریتم ، باشد ناچیز مانده باقی اگر حال . است s منبع -ام i۰ مولفه از تخمینی نیز ŝi۰ =

(aTi۰x)
||ai۰ ||۲۲

همچنین و
نظر به ۳ - ۲ شکل در مثال طور به . شود می تکرار مانده باقی برای بالا فرآیند صورت این غیر در ؛ یابد می پایان

. شود اجرا دیگر تکرار یک الگوریتم است لازم و نیست کافی a۱ حسب بر اول ی مرحله تقریب که رسد می
۱correlation ۲residual
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ε۰ آستانه حد و x بردار و A ماتریس ورودی های با تطابقی جوی و جست ۱ - ۲ یتم الگور
Require: We are given the matrix A, the vector x, and the error threshold ε0 for approx-

imating the solution of (P0) : min
s

∥s∥0 subject to x = As

Ensure: The proposed solution is sk obtained after k iterations

// Initialize

1: k = 0,

2: The initial solution s0 = 0,

3: The initial residual r0 = x− As0 = x

4: The initial solution support S0 = Support{s0} = 0

// Main Iteration

5: Increment k by 1 and perform the following steps:

//Sweep

6: Compute the errors ε(j) = min
zj

∥∥ajzj − rk−1
∥∥2

2
for all j using the optimal choice

z∗j = aTj r
k−1/ ∥aj∥22

//Update Support

7: Find a minimizer,j0 of ε(j) : ∀ 1 ≤ j ≤ m, ε(j0) ≤ ε(j), and update Sk = Sk−1 ∪

{j0}.

//Update Provisional Solution

8: Set sk = sk−1, and update the entry sk(j0) = sk(j0) + z∗j

//Update Residual

9: Compute rk = x− Ask = rk−1 − z∗j0aj0

//Stopping Rule

10: If
∥∥rk∥∥

2
< ε0, stop. Otherwise, apply another iteration.

آن در که بگیرید نظر در را ۱ - ۵ - ۲ مثال x = As دستگاه .۴ - ۵ - ۲ مثال

A =

 ۱ ۱ ۴ −۱ ۳
۱ −۱ −۲ ۳ ۱

 , x =

 ۱
۱
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: همچنین و k = ۰ دهیم می قرار ابتدا

r(۰) = x =

 ۱
۱

 , s(۰) =
(

۰ ۰ ۰ ۰ ۰
)T

S۰ = {}

نهایی مرحله در که s بردار از هایی مولفه اندیس یعنی ؛ است فعال منابع اندیس مجموعه S مجموعه عبارتی (به
دارند.) غیرصفر مقدار

اول: تکرار •

آوریم می دست به را zj = aTj x

||aj ||۲۲
مقدار ۱ ≤ j ≤ ۵ هر برای

(
z۱ z۲ z۳ z۴ z۵

)
=

(
۱ ۰ ۰٫۱ ۰٫۲ ۰٫۴

)

: کنیم می استفاده r(۰) − zjaj (باقیمانده) های بردار محاسبه برای ها آن از و

r(۰) − z۱a۱ =

 ۱
۱

− ۱

 ۱
۱

 =

 ۰
۰


r(۰) − z۲a۲ =

 ۱
۱


r(۰) − z۳a۳ =

 ۰٫۶
۱٫۲


r(۰) − z۴a۴ =

 ۱٫۲
۰٫۴


r(۰) − z۵a۵ =

 −۰٫۲
۰٫۶


داریم بنابراین j۰ = argminj ||r(۰) − ajzj||۲ = {۱} که است واضح بالا روابط به توجه با
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: طور همین و s(۱)
۱ = s

(۰)
۱ + z۱ = ۱

r(۱) = r(۰) − zj۰aj۰ =

 ۰
۰

 , s(۱) =
(

۱ ۰ ۰ ۰ ۰
)T

S۰ = {۱}

به بهینه جواب که شود می ملاحظه شود. می متوقف جا همین در الگوریتم لذا ، ||r(۱)||۲ = ۰ که این به توجه با
است. ۱ - ۵ - ۲ مثال در ۱۶ - ۲ ای پایه جواب همان ، آمده دست

انتخاب بهترین مرحله هر در که ویژگی این با ، است حریصانه الگوریتم یک تطابقی جستجوی الگوریتم
.۱ دانست بهینه محلی طور به را الگوریتم این توان می لذا . دهد می انجام ( موجود وضعیت به توجه با ) را ممکن
قبلی های انتخاب وضعیت تغییر قابلیت اما ، است قبلی انتخاب به وابسته فعلی انتخاب ها الگوریتم نوع این در
از یک هیچ ، شود انتخاب اتم بهترین عنوان به مرحله یک در خصوص به اتم یک اگر ، مثال عنوان به . ندارند را
بگذارد؛ کنار ، روند می کار به x بردار تخمین برای که هایی اتم مجموعه از را مذکور اتم تواند نمی بعدی های اتم
و Temlyakov ، نمونه عنوان به . کند می عمل بد بسیار الگوریتم ها آن در که یافت هایی مثال توان می لذا
تعمیمی اما . شود نمی متوقف گاه هیچ “ تطابقی جستجوی ” آن در که کرده مطرح را ای مسئله [۲۰] در Devove
مشکل به مذکور مثال در که دارد وجود “ متعامد تطابقی جستجوی ” عنوان تحت تطابقی جستجوی الگوریتم از ۲

. خورد نمی بر

متعامد تطابقی جستجوی روش ۴ - ۵ - ۲

تعمیم که ، [۱۳] (۱۹۹۳ سال در Krishnaprasad و Rezaiifar,Pati توسط شده مطرح ) OMP روش در
زیرفضای روی را x بار یک (aik) اتم بهترین شدن مشخص از پس -ام k مرحله در ، است MP روش یافته
تخمین عنوان به را ( بسط یا ) تصویر این ضرایب ؛ کنیم می تصویر کنون تا شده انتخاب های اتم تمام از متشکل
؛ دهیم می قرار استفاده مورد بعد ی مرحله برای مانده باقی عنوان به را تخمین خطای و گرفته نظر در s بردار -ام k
جدید ) خطی ترکیب و شده نظر صرف قبلی ضرایب تمام از ، جدید اتم شدن مشخص از بعد مرحله هر در یعنی
آزمون سیگنال بازسازی برای را خطا کمترین که شود می محاسبه ، مرحله این تا شده انتخاب های اتم تمام از (

. باشد داشته
الگوریتم لذا و بود خواهد عمود مرحله آن تا شده انتخاب های اتم تمام بر مرحله هر در مانده باقی مقدار

. شود می شناخته “ متعامد ” تطابقی جستجوی
۱locally optimum ۲refinement
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ε۰ آستانه حد و x بردار و A ماتریس ورودی های با متعامد تطابقی جوی و جست ۲ - ۲ یتم الگور
Require: We are given the matrix A, the vector x, and the error threshold ε0 for approx-

imating the solution of (P0) : min
s

∥s∥0 subject to x = As

Ensure: The proposed solution is sk obtained after k iterations

// Initialize

1: k = 0, and set

2: The initial solution s0 = 0,

3: The initial residual r0 = x− As0 = x

4: The initial solution support S0 = Support{s0} = 0

//Main Iteration

5: Increment k by 1 and perform the following steps:

//Sweep

6: Compute the errors ε(j) = min
zj

∥∥ajzj − rk−1
∥∥2

2
for all j using the optimal choice

z∗j = aTj r
k−1/ ∥aj∥22

//Update Support

7: Find aminimizer,j0 ofε(j) : ∀ j /∈ Sk−1, ε(j0) ≤ ε(j), and updateSk = Sk−1∪{j0}.

//Update Provisional Solution

8: Compute sk, the minimizer of ∥x− As∥22 subject to Support{s} = Sk

//Update Residual:

9: Compute rk = x− Ask

//Stopping Rule

10: If
∥∥rk∥∥

2
< ε0, stop. Otherwise, apply another iteration.

CoSaMP یتم الگور ۵ - ۵ - ۲

گام هر در که اتمی ، OMP و MP الگوریتم دو مانند اتم، یک انتخاب بر مبتنی حریصانه های الگوریتم در
الگوریتم این اگر ، دیگر عبارت به . دارد حضور تنک نمایش در الگوریتم پایان تا قطع طور به ، شود می انتخاب
نادرست های جواب به منجر نتیجه در و داشته وجود الگوریتم پایان تا آن اثر ، کنند اشتباه اتم یک انتخاب در ها
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است زیاد دیکشنری های اتم بین شباهت) ) همبستگی که زمانی خصوص به اشتباه این بروز احتمال . شود می
عنوان به ، ها اتم بهترین انتخاب گام در اتم چندین انتتخاب ، مشکل این بر غلبه برای حل راه یک . رود می بالا ،
سیگنال نمایش کردن روز به برای ها اتم این از تعدادی از استفاده سپس و ، سیگنال تنک نمایش در حضور کاندید
الگوریتم این . [۲۲] دارد هم خوبی تئوری پشتوانه که است ۱ CoSaMP الگوریتم کار اساس این . [۲۱] است
باید K دیگر عبارت به . دهد می دست به سیگنال از ، غیرصفر مولفه K با حداکثر یعنی ، K-تنک نمایش یک
عنوان به K ≤ n

۲log(۱+m/K)
رابطه از توان می ، شده پیشنهاد [۲۲] در که همانطور ، چند هر ؛ باشد معلوم

کرد. استفاده K از تخمینی
۱compressive sampling matching pursuit
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ε۰ آستانه حد و K اسکالر و x بردار و A ماتریس ورودی های CoSaMPبا جوی و جست ۳ - ۲ یتم الگور
Require: We are given the matrix A, the vector x,the scaler K, and the error threshold ε0

for approximating the K-sparse solution of (P0) : min
s

∥s∥0 subject to x = As

Ensure: The proposed solution is sk obtained after k iterations

// Initialize

1: k = 0, and set

2: The initial solution s0 = 0,

3: The initial residual r0 = x− As0 = x

4: The initial solution support S0 = Support{s0} = 0

//Main Iteration

5: Increment k by 1 and perform the following steps:

//Sweep

6: Compute the projection vector z = AT rk−1

//Identify Large Components

7: Compute the best 2K support set of the projection vector Ω = support{z2K}

//Update Support

8: Merge the strongest support sets , T = Sk = Sk−1 ∪ Ω

//Estimate Of Solution

9: Perform a Least-Squares estimation of solution , b|T = A†
|Tx ,and b|T c = 0

//Update Provisional Solution

10: Compute sk = bK

//Update Residual:

11: Compute rk = x− Ask

//Stopping Rule

12: If
∥∥rk∥∥

2
< ε0, stop. Otherwise, apply another iteration.
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۳ فصل

فضا یر ز جستجوی روش

مقدمه ۱ - ۳

دستگاه جواب ترین تنک یافتن های روش از یکی که زیرفضاست جستجوی روش توضیح بخش این در ما هدف
شرح روش این کلی فرم ، بودن تنک از هندسی تعبیر یک ارائه با منظور، این برای است. فرومعین خطی معادلات
مختصات -بعدی p زیرفضاهای تمام میان از فضا زیر ترین نزدیک یافتن روش این کار اساس شد. خواهد داده
می صورت کامل یا ترکیبیاتی جوی و جست صورت به که است x = As دستگاه مجموعه به ( Rm فضای (از
به مسئله تنک های جواب از تخمینی عنوان به را مذکور زیرفضای روی جواب مجموعه این تصویر سپس و گیرد

دهد. می دست
مسئله یک صورت به توان می را مختصات -بعدی p زیرفضای یک از x = As دستگاه فاصله یافتن مسئله
به نیاز شد، گفته که گونه همان ، زیرفضا بهترین یافتن اما یافت. آن برای صریحی جواب و کرد مطرح سازی بهینه
منابع تعداد به بستگی نیاز، مورد p بعد که کنید توجه دارد. ممکن حالت (

m
p

) میان در ترکیبیاتی جوی و جست
رود می انتظار ترکیبیاتی) جوی و جست به (نیاز شده گفته های ویژگی به توجه با دارد. اصلی منبع بردار فعال
عملکرد تجربی نتایج از استفاده با ... نباشد.در صرفه به مقرون بالا ابعاد با مسائل برای الگوریتم این سازی پیاده
مقرون الگوریتم سازی پیاده ، p ناچیز مقادیر برای جز که است شده داده نشان و گرفته قرار بررسی مورد الگوریتم
پایین ابعاد در یا و تنک بسیار مسائل حل برای تنها شده گفته ساختار با الگوریتم دیگر، بیان به نیست. صرفه به

است. مناسب
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یرفضا ز جوی و جست روش هندسی تفسیر ۲ - ۳

از تعبیر این توضیح برای است. بودن تنک از هندسی تعبیر یک پایه بر زیرفضا جوی و جست روش کار اساس
توزیع با منبع بردار های مولفه ، مدل این در شد. خواهد استفاده تنک منابع برای گوسی مخلوط (ساده) مدل

نوشت: توان می خلاصه طور به شوند. می فرض گوسی مخلوط یکسان

si ∼ π۰N (۰, σ۲
۰ ) + π۱N (۰, σ۲

۱ ) ۱ ≤ i ≤ m

متغیرها این است. تر ساده بسیار ، si منبع هر با متناظر ، zi برنولی تصادفی متغیرهای معرفی با ، مدل این توضیح
و π۰ های احتمال با ترتیب به را، ۱ یا ۰ مقدار دو از یکی zi هر نامند. می ۱ پنهان متغیرهای اصطلاح در را
می مشخص مربوطه منبع بودن“ ”فعال وضعیت zi توسط شده انتخاب مقدار به وابسته پذیرد. می π۱ = ۱−π۰

می مدل σ۱ واریانس و صفر میانگین با گوسی توزیع یک با و است ”فعال“ مربوطه منبع باشد، zi = ۱ اگر شود.
و صفر میانگین با گوسی توزیع یک با و بوده فعال“ ”غیر مذکور منبع ، ( zi = ۰ (اگر صورت این غیر در شود؛
کمتر بسیار (غالبا) غیرفعال منبع یک دامنه که شود می باعث σ۰ ≪ σ۱ شرط شود. می مدل σ۰ ≪ σ۱ واریانس
تضمین را حاصل منبع بردار بودن تنک توان می ، π۰ ≫ π۱ شرط کردن اضافه با حال باشد. فعال منبع یک از

است. آن بودن فعال غیر احتمال از کمتر بسیار ، منبع یک بودن فعال احتمال که معناست این به شرط این کرد.
دارای یعنی غیرفعال، π۰ ⪅ ۱ احتمال با (s بردار (یعنی منبع بردار مولفه یک مدل این در خلاصه، طور به
منبعی بردار ای نمونه توزیع که دید خواهیم شرایط این با است. فعال ۱ − π۰ ≪ ۱ احتمال با و ناچیز، مقدار
آن از پس ، مختصات مبدا حول نقاط بیشتر تجمع که بود خواهد گونه این به آمده، دست به مدلی چنین از که
بالاتر ابعاد با زیرفضاهای ترتیب همین به و مختصات صفحات سپس و مختصات محورهای حول تمرکز بیشترین

رسد. می
است برابر مختصات مبدا حول s منبع بردار داشتن قرار احتمال ؛ نمود توجیه چنین توان می را مطلب این
با برابر تقریبا مختصات بعدی −p زیرفضای یک حول s منبع بردار داشتن قرار احتمال همینطور . πm

۰ با
به غالبا ها احتمال این است، π۰ ⪅ ۱ که این به توجه با بود. خواهد B(π۰; p,m) ≜

(
m
p

)
πm−p

۰ (۱ − π۰)p

شوند: می مرتب زیر صورت

πm
۰ >

(
m

۱
)
πm−۱

۰ (۱ − π۰)۱ >
(
m

۲
)
πm−۲

۰ (۱ − π۰)۲ > ... > (۱ − π۰)m

بود. خواهد گفتیم که شکلی به نقاط تجمع تفاسیر این با
۱hidden variables

۳۲



  
(آ)

    

  
(ب)

  

جوابی SP آ)روش . n = ۲ و m = ۳ حالت در زیرفضا جوی و جست روش هندسی تعبیر :۱ - ۳ شکل
ترین نزدیک که کند می انتخاب جواب ترین تنک عنوان به را است) خط یک اینجا در (که x = As دستگاه از
همچنین و است دیگر نمایی از شکل ب)همان باشد. داشته را مختصات) محورهای اینجا (در s توزیع تا را فاصله

است. شده مشخص مثلث یک با نیز LP جواب
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۱ - ۳ شکل بگیرید. نظر در را π۰ = ۰٫۹ و n = ۱ و m = ۳ خاص حالت موضوع، این بهتر درک برای
تجمع کنید می مشاهده که طور همان دهد. می نشان ( R۳ (یعنی s فضای- در را منبع بردار ای نمونه توزیع
مقداری به مختصات صفحات حول تجمع علاوه به محورهاست؛ حول سپس و مختصات مبدا حول نقاط بیشتر

نیست. مشاهده قابل که است ناچیز
دستگاه که کنید توجه است. شده داده نشان خط با شکل در نیز x = As دستگاه ، s توزیع بر علاوه همچنین
نشان بعدی سه فضای در را خط )یک A ماتریس بودن کامل رتبه فرض (با n = ۲ و m = ۳ برای x = As

دهد. می
فاصله کمترین که است خط این روی ای نقطه یافتن ، دستگاه جواب ترین تنک یافتن مسئله گفت توان می
یافتن که گفت طور این مثال این برای شهودی طور به توان می دیگر؛ عبارت به دارد. s بردار ای نمونه توزیع تا را
با جواب ترین تنک یافتن به منجر دارد مختصات محورهای تا را فاصله کمترین که x = As دستگاه از ای نقطه

شد. خواهد خوبی دقت
نقاطی توسط توزیع اصلی شکل و ندارد چندانی اهمیت مبدا حول نقاط دقیق مقدار که باشید داشته توجه البته
ای نقطه سه ، کنید می مشاهده ۳ - ۱(آ) شکل در که طور همان اند. یافته تمرکز محورها حول که شود می تعیین
نقطه ، نقطه سه این بین اند. شده مشخص دارند، مختصات محورهای از یکی تا فاصله کمترین دارای کدام هر که
نقطه بود.این خواهد منبع بردار برای زیرفضا جوی و جست روش مدنظر تخمین است فاصله کمترین دارای که ای
نشان دیگر نمایی از نقطه این ۳ - ۱(ب)  شکل در علاوه به است. شده گذاری علامت دایره یک توسط شکل در
که طور همان است. شده داده نشان مثلث یک با خطی ریزی برنامه از حاصل جواب همچنین است. شده داده
نشانگر که خطی x بردار تغییر با کنید توجه هستند. نزدیک یکدیگر به بسیار جواب دو این شود، می ملاحظه
می تغییر ها محور از فاصله مینیمم دارای نقطه لذا شود؛ می جابجا (خود) موازات به است x = As دستگاه

کرد. خواهد تغییر هم منبع بردار از ما تخمین نتیجه در کند،

سازی بهینه مسئله یک قالب در بندی فرمول ۳ - ۳

سازی بهینه مسئله یک قالب در فوق هندسی تعبیر با x = As دستگاه جواب ترین تنک یافتن مسئله بخش این در
در نقطه یک فاصله مجذور یافتن برای بگیرید. نظر در را ( ۱ - ۳ مذکور( مثال ، شروع برای شد. خواهد مطرح
جمع یکدیگر با ، -ام i مولفه از غیر ، را آن های مولفه مجذور است کافی -ام i مختصات محور تا s فضای-
مسئله بنابراین داد. نشان s۲

۲ + s۲
۳ با توان می R۳ فضای در را s۱ محور از فاصله مجذور ، مثال عنوان به کنیم.
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است: بیان قابل زیر شکل به ، باشد s۱ محور از فاصله مینیمم در که دستگاه از جوابی یافتن

min s۲
۲ + s۲

۳ s.t. x = As (۱ - ۳)

کنیم: می تعریف
s۲۳ ≜ [s۲ s۳] A۲۳ ≜ [a۲ a۳]

بدون مسئله صورت به را ۱ - ۳ مسئله توان می s۲
۲ + s۲

۳ = ||s۲۳||۲۲ و x = s۱a۱ + A۲۳s۲۳ که این به توجه با
نوشت: زیر ۱ محدودیت

min
s۱

||A−۱
۲۳ (x− s۱a۱)||۲۲ (۲ - ۳)

خوبی دقت با را جواب ||s۲۳||۲۲ سازی کمینه رود می انتظار باشد، فعال s۱ مولفه تنها اصلی منبع بردار در اگر
ششم گام در ) حالتی چنین در تطابق“ جوی و ”جست روش آنچه با توان می را فوق هزینه تابع دهد. دست به
تصویر جای به حاضر روش در که کنید توجه کرد. مقایسه ||x− s۱a۱|| یعنی ، کند می مینیمم ( ۱ - ۲ الگوریتم

کند. می تصویر A−۱
۲۳a۱ امتداد در را A−۱

۲۳x بردار ، a۱ امتداد در x کردن
دستگاه جواب ترین تنک دیگر عبارت به دارد؛ محورها از را فاصله کمترین که x = As از جوابی یافتن برای
های جواب میان از و کرده حل دیگر محور دو برای را ۲ - ۳ سازی بهینه مسئله مشابه است کافی ؛ x = As

حالت برای ، خلاصه طور به شود. انتخاب است، مربوطه محور از فاصله کمترین دارای که جوابی ، حاصل
نوشت: توان می m = ۳

min
i̸=j

min
x=As

(s۲
i + s۲

j ) (۳ - ۳)

کرد: بیان زیر شکل به کلی حالت در را زیرفضا“ جوی و ”جست روش توان می رابطه این تعمیم با

argmin
k

min
I∈Ik

min
x=As

∑
i∈I

s۲
i (۴ - ۳)

این به است. Z+
m = {۱, ۲, ...,m} مجموعه -عضوی k های زیرمجموعه تمام خانواده Ik فوق عبارت در

p ≜ m−k زیرفضاهای از یکی تا i∈I∑فاصله s
۲
i عبارت ،I ∈ Ik مانند خانواده این عضو هر ازای به ترتیب،

های مولفه تعداد p و غیرفعال های مولفه تعداد k کنید (توجه دهد می نشان Rm فضای در را مختصات -بعدی
۱unconstrained
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I۲ =
{
{۱, ۲}, {۱, ۳}, {۲, ۳}} داریم k = ۲ و m = ۳ برای ، مثال طور به بود). خواهد منبع بردار فعال

دست به را ( یک-بعدی ( = p فضاهای( (زیر محورها از یکی تا فاصله ۴ - ۳ هزینه تابع ، I ∈ I۲ هر ازای به و
دهد. می

x = As روی مشخص I یک برای هزینه تابع سازی مینیمم یعنی ۴ - ۳ سازی بهینه مسئله اول بخش برای
یافت. صریحی پاسخ توان می ؛ خصوص به -بعدی p زیرفضای یک تا فاصله کردن مینیمم دیگر عبارت به یا ،
یافتن برای -بعدی pزیرفضاهای تمام روی جستجو یعنی است، آن به مربوط نیز روش نام که مسئله دوم بخش اما
بررسی را ممکن حالت (

m
p

) تمام که معنی این به شود؛ می انجام ترکیبیاتی جستجوی شکل به ، بهینه زیرفضای
گردد. بازمی بخش همین به روش این اصلی مشکل و کنیم؛ می

نوشت: توان می نیز زیر صورت به را زیرفضا جوی و جست روش کلی فرم

argmin
k

min
W∈Wk

min
x=As

sTWs (۵ - ۳)

قطر روی صفر عنصر m− k و یک عنصر k دارای که است قطری وزن های ماتریس تمام خانواده Wk آن در که
اند. اصلی

یرفضا ز یک تا فاصله مینیمم جواب ۴ - ۳

است: زیر سازی بهینه مسئله پاسخ یافتن بخش این در ما هدف

min
k∑

i=۱
s۲
i s.t. x = As (۶ - ۳)

انتخاب این کنید توجه است. I = {۱, ۲, ..., k} ازای به ۴ - ۳ در رفته کار به هزینه تابع همان فوق هزینه تابع
در آمده دست به جواب از همچنین کند. نمی کم مسئله کلیت از چیزی و شده انجام محاسبات در راحتی برای

گرفت. خواهد قرار استفاده مورد بعد فصل در “ پیاپی ”آشکارسازی-تخمین روش تخمین گام برای بخش این
دستگاه کرد. خواهیم استفاده جبرخطی در معروف نتیجه دو از ۶ - ۳ مسئله جواب آوردن دست به برای
دستگاه یک برای ، کلی حالت در است. کامل) رتبه (و n×m ، A ماتریس آن در که بگیرید نظر در را x = As

را ||b− Ax||۲ که ای x بردار یعنی ، LS جواب حالت این ندارد.در وجود دقیقی جواب (n > m) ”فرامعین“
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از است عبارت ، کند می مینیمم

x† = A†b = (ATA)−۱AT b (۷ - ۳)

نرم مینیمم دارای جواب دارد. جواب شمار بی کلی حالت در (n < m) ”فرومعین“ دستگاه یک ، دیگر طرف از
نوشت: زیر شکل به توان می را آن ی l۲

x† = A†b = AT (AAT )−۱b (۸ - ۳)

متفاوت صورت دو به کوچکتر یا است m nبزرگتر که این به توجه با که ماتریسAاست وارون شبه ،A† ماتریس
به ) (ATA)−۱AT صورت به ۱ چپ معکوس دارای A ماتریس ، n > m برای شود. می نوشته A حسب بر
صورت به ۲ راست معکوس دارای A ماتریس n < m برای و باشد) ستونی کامل رتبه A ماتریس که آن شرط
بخش دو در ۸ - ۳ و ۷ - ۳ روابط بودن صحیح .( A بودن سطری کامل رتبه شرط باشد(به می AT (AAT )−۱

شود. می داده نشان سازی بهینه مسئله حل از استفاده با بعدی
کنیم. می افراز ۶ - ۳ مسئله هدف تابع با متناظر را A ماتریس و s بردار بگیرید. نظر در را ۶ - ۳ مسئله حال

داریم:
s = [sι sα]

T A = [Aι Aα]

α های اندیس هستند. (m− k)× ۱ و k× ۱ ، n× (m− k) ، n× k ترتیب به sα و sι ، Aα ، Aι آن در که
توان می را ۶ - ۳ مسئله افراز این با لذا دهند. می نشان را ماتریس) (یا بردار فعال غیر و فعال بخش ترتیب به ι و

کرد: بازنویسی زیر صورت به جدید متغیرهای حسب بر

min ||sι||۲۲ Aιsι = x− Aαsα (۹ - ۳)

جواب دارای sι حسب بر Aιsι = x − Aαsα دستگاه که است آن برای فرض این که n ≤ k کنیم می فرض
توجه با لذا و بود خواهد فرومعین دستگاه یک ، sι حسب بر Aιsι = x−Aαsα دستگاه صورت این در باشد؛

بود: خواهد زیر صورت به ۹ - ۳ مسئله جواب sα به ۹ - ۳ هزینه تابع نبودن وابسته و ۸ - ۳ رابطه به

s∗ι (sα) = AT
ι (AιA

T
ι )

−۱(x− Aαsα) (۱۰ - ۳)
۱left inverse ۲right inverse

۳۷



است. شده بیان sα حسب بر پارامتری شکل به ۹ - ۳ بهینه جواب است. بهینه جواب دهنده نشان ∗ علامت
نوشت: زیر صورت به توان می را ۱۱ - ۳ عبارت . P ≜ (AιA

T
ι )

−۱ کنیم می تعریف

s∗ι (sα) = AT
ι Px− (AιPAα)sα ≜ c−Bsα (۱۱ - ۳)

نوشت: زیر قید بدون مسئله صورت به توان می را اصلی سازی بهینه مسئله جدید های نمادگذاری از استفاده با

min ||s∗ι (sα)||۲۲ = ||c−Bsα||۲۲ (۱۲ - ۳)

k > m−n کنیم می فرض بهینه جواب یکتایی برای هستند. k× (m− k) و k× ۱ ترتیب به B و c آن در که
یک LS جواب مورد در ۷ - ۳ رابطه از استفاده با توان می لذا باشد. فرامعین دستگاه یک Bsα = c دستگاه تا

نوشت: زیر شکل به را ۱۲ - ۳ جواب ، معین فرا دستگاه

s∗α = (BTB)−۱BT c (۱۳ - ۳)

= (AT
αPAα)

−۱AαPx (۱۴ - ۳)

۱۴ - ۳ و ۱۱ - ۳ به توجه با را ۶ - ۳ سازی بهینه مسئله جواب k > max{n.m− n} حالت برای خلاصه طور به
کرد: بیان زیر صورت به توان می

 s∗α = (AT
αPAα)

−۱AT
αPx

s∗ι = AT
ι P (x− Aαs

∗
α)

(۱۵ - ۳)

ستون یعنی است؛ تصادفی A ماتریس گفتیم، نیز قبل های فصل در آنچه مطابق کنید توجه آخر نکته عنوان به
فرض توان می حالت این در اند. آمده دست به Rn فضای در واحد ی کره روی یکنواخت توزیع یک از هایش
تمام با دارند. وجود ۱ حتم طور به تقریبا ۱۵ - ۳ آمده دست به جواب در رفته کار به وارون های ماتریس کرد
توان می سادگی به است. ۶ - ۳ مسئله یکتای جواب ۱۵ - ۳ جواب گرفتیم نظر در مسئله این برای که فرضیاتی
است ذکر قابل کند. می حفظ را جواب یکتایی نیز تساوی حالت در k > max{n.m − n} شرط داد نشان
در جواب ، نباشد برقرار شرط این اگر و است جواب یکتایی برای اصلی شرط k ≥ max{n.m − n} شرط

بود. نخواهد یکتا کلی حالت
۱almost surly
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بگیرید: نظر در را زیر مسئله .۱ - ۴ - ۳ مثال

minz =s۲
۳ + s۲

۴ + s۲
۵ (۱۶ - ۳)

s.t s۱ + s۲ + ۴s۳ − s۴ + ۳s۵ = ۱ (۱۷ - ۳)

s۱ − s۲ − ۲s۳ + ۳s۴ + s۵ = ۱ (۱۸ - ۳)

فوق مسئله هدف است. ۳ - ۵ - ۲ مثال در رفته کار به x = As دستگاه همان ۱۸ - ۳ و ۱۷ - ۳ های محدودیت
a۲ و a۱ توسط شده تولید دوبعدی زیرفضای تا ( ۱۸ - ۳ و ۱۷ - ۳ های (محدودیت x = As دستگاه فاصله یافتن
ماتریس افراز است.دو برقرار نیز (۳ =)k ≥ max{n,m}(= {۲, ۳}) شرط کنید توجه است. R۵ فضای از

بگیرید: نظر در زیر صورت به را s بردار ، A

sTα = (s۱, s۲) sTι = (s۳, s۴, s۵)

و

Aα =

 ۱ ۱
۱ −۱

 Aι =

 ۴ −۱ ۳
−۲ ۳ ۱


کنیم: می بازنویسی زیر صورت به را x = As دستگاه

 ۴ −۱ ۳
−۲ ۳ ۱




s۳

s۴

s۵

 =

 ۱
۱

−

 ۱ ۱
۱ −۱


 s۱

s۲

 (۱۹ - ۳)

۳۹



داریم: طرفی از

 ۴ −۱ ۳
−۲ ۳ ۱


†

=


۴ −۲
−۱ ۳
۳ ۱



 ۴ −۱ ۳

−۲ ۳ ۱




۴ −۲
−۱ ۳
۳ ۱




−۱

(۲۰ - ۳)

=


۲

۱۵
−۱
۱۵

۱
۳۰

۷
۳۰

۱
۶

۱
۶

 (۲۱ - ۳)

داریم: ۲۱ - ۳ و ۱۹ - ۳ روابط به توجه با لذا


s۳

s۴

s۵

 =


۲

۱۵
−۱
۱۵

۱
۳۰

۷
۳۰

۱
۶

۱
۶


 ۱

۱

−


۲

۱۵
−۱
۱۵

۱
۳۰

۷
۳۰

۱
۶

۱
۶


 ۱ ۱

۱ −۱


 s۱

s۲

 (۲۲ - ۳)

=


۱

۱۵
۴

۱۵
۱
۳

−


۱

۱۵
۱
۵

۴
۱۵

−۱
۵

۱
۳ ۰


 s۱

s۲

 (۲۳ - ۳)

کنیم: حل را زیر قید بدون مسئله خواهیم می فوق، آمده بدست رابطه به توجه با اکنون

min ||


۱

۱۵
۴

۱۵
۱
۳

−


۱

۱۵
۱
۵

۴
۱۵

−۱
۵

۱
۳ ۰


 s۱

s۲

 ||۲۲ (۲۴ - ۳)

با: است برابر ۷ - ۳ رابطه به توجه با مسئله این جواب و

 s۱

s۲

 =


۱

۱۵
۱
۵

۴
۱۵

−۱
۱۵

۱
۳ ۰


† 

۱
۱۵
۴

۱۵
۱
۳

 (۲۵ - ۳)

۴۰



آن در که


۱

۱۵
۱
۵

۴
۱۵

−۱
۱۵

۱
۳ ۰


†

=


 ۱

۱۵
۴

۱۵
۱
۳

۱
۵

−۱
۵ ۰




۱
۱۵

۱
۵

۴
۱۵

−۱
۵

۱
۳ ۰




−۱  ۱
۱۵

۴
۱۵

۱
۳

۱
۵

−۱
۵ ۰



=

 ۱ ۱ ۲
۳ −۲ ۱


: ۲۵ - ۳ و ۲۳ - ۳ روابط به توجه با لذا

 s۱

s۲


∗

=

 ۱
۰

 ,


s۳

s۴

s۵


∗

=


۰
۰
۰

 (۲۶ - ۳)

است. ۱ - ۵ - ۲ مثال در ۱۶ - ۲ آمده دست به ای پایه جواب همان فوق جواب کنید توجه

فرامعین خطی معادلات دستگاه LS جواب یافتن ۵ - ۳

زیر نامقید سازی بهینه مسئله باید فرامعین، خطی معادلات ( مربعات کمترین مفهوم به ) LS جواب یافتن برای
شود: حل

min ||b− Ax||۲ ; x ∈ Rm (۲۷ - ۳)

نامقید سازی بهینه مسائل فرم یادآوری به ابتدا حل، برای . هستند b ∈ Rn و n < m با A ∈ Rn×m آن در که
در نامقید سازی بهینه مسائل . است نیاز مسائل از دسته این بهینگی برای کافی و لازم شرایط به مربوط قضایای و

: [۱۸] است زیر فرم به کلی حالت

min f(x) s.t. x ∈ Ω (۲۸ - ۳)

۴۱



استخراج [۱۸] از بخش این به مربوط قضایای و تعاریف (تمامی . رویΩاست مقدار حقیقی تابع یک f آن در که
اند.) شده

یک اگر شود می نامیده Ω روی f تابع محلی مینیمم یا موضعی مینیمم x∗ ∈ Ω نقطه .۱ - ۵ - ۳ یف تعر
باشد f(x∗) مساوی بزرگتر f(x) ، |x − x∗| < ϵ و x ̸= x∗ هر برای که طوری به باشد داشته وجود ϵ > ۰

. (f(x) ≥ f(x∗))

هر برای f(x) ≥ f(x∗) اگر شود می نامیده Ω روی f سراسری مینیمم x∗ ∈ Ω نقطه .۲ - ۵ - ۳ یف تعر
. x ∈ Ω

: صورت این در باشد. Ω محدب مجموعه روی محدب تابع یک f : Ω −→ R کنید فرض .۳ - ۵ - ۳ قضیه

. است Ω روی سراسری مینیمم یک Ω روی f محلی مینیمم هر .۱

بردار که آن برای است کافی و لازم f(x∗)∇شرط = ۰ شرط صورت این در باشد، Ωباز و محدب f اگر .۲
باشد. f روی سراسری مینیمم x∗

ببینید. [۱۸] مرجع در برهان.

x ̸= ۰ و x ∈ Rn هر برای اگر تنها و اگر است ۱ مثبت معین نیمه A ∈ Rn×n ماتریس .۴ - ۵ - ۳ یف تعر
. xTAx ≥ ۰ باشیم داشته

تابع یک f صورت این در . (f ∈ C۲) باشد پذیر مشتق و پیوسته دوبار تابعی f کنید فرض .۵ - ۵ - ۳ قضیه
معین نیمه x ∈ Ω هر برای (F ) f تابع ۲ هسین ماتریس ، اگر تنها و اگر ، است Ω محدب مجموعه روی محدب

باشد. مثبت

ببینید. [۱۸] مرجع در برهان.

مسئله با ۲۷ - ۳ مسئله لذا اند. یکسان مینیمم دارای ۱
۲ ||b − Ax||۲۲ هدف تابع با ۲۷ - ۳ مسئله هدف تابع

است: معادل زیر

min
۱
۲ ||b− Ax||۲۲ ; x ∈ Rm (۲۹ - ۳)

۱positive semidefinite ۲Hessian

۴۲



بگیرید: نظر در را فوق مسئله هدف تابع

f(x) =
۱
۲ ||b− Ax||۲۲

=
۱
۲(b− Ax)T (b− Ax)

=
۱
۲x

TATAx− xTAT b+
۱
۲b

T b

با: است برابر f تابع ۱ گرادیان بردار لذا

∇f(x) = ATAx− AT b (۳۰ - ۳)

با: است برابر f تابع هسین و

F (x) = ∇۲f(x) = ATA (۳۱ - ۳)

داشت: خواهیم y ∈ Rm هر برای و

yT∇۲f(x)y = yTATAy

= ||Ay||۲۲ ≥ ۰

تابع یک f تابع ۵ - ۵ - ۳ قضیه به بنا بنابراین است. مثبت معین نیمه ( Rm روی ) f تابع هسین ماتریس لذا
آوریم: می دست به را ∇f(x) = ۰ معادله جواب اکنون است. Rm روی محدب

∇f(x) = ATAx− AT b = ۰ (۳۲ - ۳)

داشت: خواهیم

x∗ = (ATA)−۱AT b (۳۳ - ۳)

شرط آمده دست به x∗ ، ۳ - ۵ - ۳ قضیه به بنا دارد.) وجود ATA ماتریس وارون A بودن کامل رتبه فرض با (تنها
۱gradiant vector
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x∗ = (ATA)−۱AT b معادل طور به داراست. ۲۹ - ۳ مسئله هدف تابع سراسری مینیمم برای را کافی و لازم
است. ۲۷ - ۳ مسئله جواب

فرومعین خطی معادلات دستگاه l۲ نرم ین کمتر دارای جواب یافتن ۶ - ۳

شود: حل زیر مسئله باید است، l۲ نرم کمترین دارای که معین فرو خطی معادلات دستگاه از جوابی یافتن برای

min ||x||۲ s.t. Ax = b (۳۴ - ۳)

کلی فرم یادآوری به فوق مسئله بهینه جواب یافتن برای هستند. n < m با b ∈ Rn و A ∈ Rn×m آن در که
مسائل کلی فرم است. نیاز مسائل نوع این حل به مربوط قضایای و تساوی محدودیت با مقید سازی بهینه مسائل

: [۱۸] است زیر صورت به تساوی محدودیت با مقید سازی بهینه

min f(x) s.t. h(x) = ۰ (۳۵ - ۳)

تابع شود می فرض همچنین هستند. n ≤ m با h : Rm −→ Rn و f : Rm −→ R و x ∈ Rm آن در که
. (h ∈ C۱) باشد پذیر مشتق و پیوسته h

می نامیده منظم نقطه یک ، کند می hi(xصدق
∗) = ۰ , i = ۱, ..., nشرایط در که x∗ نقطه .۱ - ۶ - ۳ یف تعر

ژاکوبین ماتریس Dh(x∗) اگر . [۱۸] باشند خطی مستقل ∇hi(x
∗) , i = ۱, ..., n گرادیان بردارهای اگر شود

صورت به که باشد x∗ در h = (h۱, h۲, ..., hn)
T تابع

Dh(x∗) = (∇h۱(x∗) ∇h۲(x∗) ...∇hn(x
∗))T

باشد. کامل رتبه Dh(x∗) اگر تنها و اگر است منظم نقطه یک x∗ صورت این در است؛

به باشد f : Rm −→ R تابع ( ماکزیمم (یا مینیمم نقطه یک x∗ کنید فرض لاگرانژ). (قضیه ۲ - ۶ - ۳ قضیه
یک صورت این در باشد، منظم نقطه یک x∗ اگر .n ≤ m با h : Rm −→ Rn برای h(x∗) = ۰ که طوری

: که طوری به دارد وجود λ∗ ∈ Rn

Df(x∗) + λ∗TDh(x∗) = ۰ (۳۶ - ۳)

۴۴



ببینید. [۱۸] در برهان.

گرادیان بردار آنگاه ، باشد f هدف تابع اکسترمم نقطه یک x∗ اگر کند می بیان ۱ لاگرانژ قضیه دیگر عبارت به
بردار λ∗ بردار ۳۶ - ۳ رابطه در نوشت. شرایط تابع گرادیان بردار از خطی ترکیب یک صورت به توان می را f تابع
تابع توان می ۳۶ - ۳ رابطه با متناسب .[۱۸] شوند می نامیده لاگرانژ ضرایب آن های مولفه و ۲ لاگرانژ ضرایب

کرد: معرفی زیر صورت به را l : Rm ×Rn −→ R ۳ لاگرانژی

l(x, λ) = f(x) + λTh(x) (۳۷ - ۳)

داد: نمایش زیر صورت به توان می را لاگرانژی تابع از استفاده با x∗ موضعی مینیمم برای لاگرانژی شرایط بنابراین

Dl(x∗, λ∗) = ۰ (۳۸ - ۳)

نوشت: زیر صورت به توان می را موضعی مینیمم برای لاگرانژ قضیه در لازم شرایط ، دیگر عبارت به

 Dxl(x, λ) = ۰
Dλl(x, λ) = ۰

(۳۹ - ۳)

: عبارتی به
 Df(x) + λTDh(x) = ۰

h(x) = ۰
(۴۰ - ۳)

معادلات در x∗ اگر که معنا این به نیستند. کافی اما هستند؛ لازم شرایط تنها لاگرانزی شرایط شود می یادآوری
نیست. اکسترمم نقطه یک لزوما کند، صدق بالا

باشند پذیر مشتق و پیوسته دوبار توابعی h : Rm −→ Rn و f : Rm −→ R توابع بگیرید نظر در
همچنین و (f, h ∈ C۲)

l(x, λ) = f(x) + λTh(x) = f(x) + λ۱h۱(x) + ...+ λnhn(x) (۴۱ - ۳)
۱Lagrange’s Theorem ۲Lagrange multiplier vector ۳Lagrangian function
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بود: خواهد زیر صورت به l(x, λ) تابع هسین ماتریس L(x, λ) صورت این در باشد. لاگرانژی تابع

L(x, λ) = F (x) + λ۱H۱(x) + ...+ λnHn(x) (۴۲ - ۳)

x در (k = ۱, ..., n) hk محدودیت تابع هسین ماتریس Hk(x) و x در f تابع هسین ماتریس F (x) آن در که
است.

S = {x ∈ Rm; h(x) = ۰} ی رویه روی x∗ نقطه در ۱ تانژانتی فضای تانژانتی). (فضای ۳ - ۶ - ۳ یف تعر
:[۱۸] است زیر صورت به ای مجموعه

T (x∗) = {y ;Dh(x∗)y = ۰} (۴۳ - ۳)

λ∗ ∈ Rn و x∗ ∈ Rm نقطه و باشند پذیر مشتق و پیوسته دوبار توابعی h و f کنید فرض .۴ - ۶ - ۳ قضیه
که طوری به باشند داشته وجود

Df(x∗) + λ∗Dh(x∗) = ۰ .۱

yTL(x∗, λ∗)y > ۰ باشیم داشته y ̸= ۰ ، y ∈ T (x∗) هر برای .۲

.h(x) = ۰ که طوری به است f تابع اکید موضعی مینیمم x∗ صورت این در

ببینید. [۱۸] در برهان.

بگیرید: نظر در را زیر مسئله .۵ - ۶ - ۳ مثال

min
۱
۲x

TQx s.t. Ax = b (۴۴ - ۳)

و n < m که طوری به باشد A ∈ Rn×m و متقارن) مثبت معین ماتریس Q ) QT = Q > ۰ آن در که
بگیرید: نظر در را فوق مسئله لاگرانژی تابع فرم ابتدا . rank(A) = n

l(x, λ) =
۱
۲x

TQx+ λT (b− Ax) (۴۵ - ۳)
۱tangent space
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بود: خواهد زیر صورت به لاگرانژی لازم اول-شرط

Dxl(x, λ) = xTQ− λTA = ۰ (۴۶ - ۳)

داریم: بنابراین

x = Q−۱ATλ (۴۷ - ۳)

داریم: A ماتریس در معادله طرفین ضرب با

Ax = AQ−۱ATλ (۴۸ - ۳)

بنابراین Ax = b داریم طرفی از

b = AQ−۱ATλ (۴۹ - ۳)

لذا

λ = (AQ−۱AT )−۱b (۵۰ - ۳)

بنابراین

x∗ = Q−۱AT (AQ−۱AT )−۱b (۵۱ - ۳)

بررسی ؟؟ رابطه در کافی دوم-شرط است کافی است، بهینه جواب فوق در آمده دست ∗xبه که آن دادن نشان برای
بگیرید: نظر در را (x, λ) در لاگرانژی تابع هسین ماتریس منظور، این برای شود.

L(x, λ) = Q (۵۲ - ۳)

است. مدنظر بهینه جواب x∗ بنابراین است؛ مثبت معین ماتریس یک Q فرض به بنا که

۴۷



بگیرید: نظر در را Q = Im خاص طور به قبل مثال در

min
۱
۲ ||x||

۲
۲ s.t. Ax = b (۵۳ - ۳)

خواهد زیر صورت به ۵۱ - ۳ آمده دست به جواب به توجه با مسئله این جواب لذا است. ۳۴ - ۳ مسئله با معادل که
بود:

x = AT (AAT )−۱b (۵۴ - ۳)

دیگر روشی به یرفضا ز تا فاصله مینیمم جواب یافتن ۷ - ۳

صورت به توان می را بخصوص زیرفضای یک تا فاصله مینیمم مسئله شد گفته قبل های بخش در که طور همان
نوشت: زیر

min sTWs s.t. As = x (۵۵ - ۳)

ماتریس توان می لذا هستند. صفر ها درایه بقیه و اصلی قطر روی ۱ درایه k با قطری ماتریس یک W آن در که

با فوق مسئله جواب یافتن برای است. فعال غیر منابع تعداد k که گرفت نظر در

 ۰ ۰
۰ Ik

 صورت به را W

شود: می حل δ > ۰ برای زیر مسئله ابتدا لاگرانژی شرایط از استفاده

min sTWs = (sTα sTι )

 δIm−k ۰
۰ Ik


 sα

sι

 (۵۶ - ۳)

s.t. As = x
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با است؛ متقارن مثبت معین ماتریس یک W که این به توجه با .[۱۹] دهیم می میل صفر سمت به را δ سپس
بود: خواهد زیر صورت به فوق مسئله جواب ۵ - ۶ - ۳ مثال در ۵۱ - ۳ آمده دست به جواب از استفاده

s∗ = W−۱AT (AW−۱AT )−۱x (۵۷ - ۳)

نوشت. تری ساده فرم به را آمده دست به جواب شود می سعی حال

است: برقرار زیر رابطه متناسب ابعاد با D و A,B,C های ماتریس برای ۱ ماتریس). وارون (لم ۱ - ۷ - ۳ لم

(A−BD−۱C)−۱ = A−۱ + A−۱B(D − CA−۱B)−۱CA−۱ (۵۸ - ۳)

است. معروف ۲ Woodbury فرمول به بالا فرمول ( رابطه. این در رفته کار به های وارون بودن موجود فرض (با
۳

ببینید. [۲۳] در برهان.

داریم: آنگاه ، ω = δ−۱ کنیم می تعریف

(AW−۱AT ) = ((Aα Aι)

 ωI ۰
۰ I


 AT

α

AT
ι

)−۱ (۵۹ - ۳)

= (AιA
T
ι︸ ︷︷ ︸

P−۱

+Aα(ωI)A
T
α)

−۱ (۶۰ - ۳)

= P − PAα(δI + AT
αPAα︸ ︷︷ ︸
B

)−۱AT
αP (۶۱ - ۳)

طرفی از است. شده استفاده ماتریس وارون لم از آخر تساوی نوشتن در

 s∗α

s∗ι

 =

 ωI ۰
۰ I


 AT

α

AT
ι

 (AW−۱AT )−۱x (۶۲ - ۳)

=

 ωAT
α

AT
ι

 (AW−۱AT )−۱x (۶۳ - ۳)

۱Matrix inversion lemma ۲Woodbury formula ۳Sherman-Morrison-Woodbury
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بنابراین

s∗α = ωAT
α(AW

−۱AT )−۱x (۶۴ - ۳)

= ω(AT
αPx−B(δI +B)−۱AT

αPx) (۶۵ - ۳)

= ω((δI +B)−B)(δI +B)−۱AT
αPx (۶۶ - ۳)

= (δI +B)−۱AT
αPx (۶۷ - ۳)

و

s∗ι = AT
ι Px− AT

ι PAα(δI +B)−۱AT
αPx (۶۸ - ۳)

= AT
ι P (x− Aα(δI +B)−۱AT

αPx) (۶۹ - ۳)

= AT
ι P (x− Aαs

∗
α) (۷۰ - ۳)

از است عبارت ۵۵ - ۳ سازی بهینه مسئله جواب خلاصه طور به
 s∗α = (δI +B)−۱AT

αPx

s∗ι = AT
ι P (x− Aαs

∗
α)

(۷۱ - ۳)

موجود تضمین برای کنید توجه شود. می منجر ۱۵ - ۳ جواب همان به فوق عبارت ، صفر سمت به δ دادن میل با
است؛ نیاز شد، فرض ۱۵ - ۳ آوردن دست به در آنجه مشابه شرایط به اخیر عبارت در رفته کار به های وارون بودن

باشد. k ≥ max{n,m− n} باید یعنی
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۴ فصل

پیاپی آشکارسازی-تخمین روش

مقدمه ۱ - ۴

، ) معین فرو خطی معادلات دستگاه تنک های جواب یافتن های روش از برخی کردیم اشاره قبل های فصل در
و جست به نیاز ، “ فضا زیر جوی و جست ” روش جمله از ، ( سازی بهینه مسئله حل بر مبتنی های روش اغلب
از استفاده با که شود می داده شرح “ فعال منابع سازی آشکار ” برای روشی فصل این در . دارند ترکیبیاتی جوی
از یک هر ) منابع از یک هر “ فعالیت ” وضعیت روش این در . شد خواهد برطرف جو و جست این به نیاز ، آن
بنابراین . شود می مشخص ، آستانه سطح یک با ساده تابعی مقایسه با جداگانه طور به ( s منبع بردار های مولفه
. است ترکیبیاتی جوی و جست از تر ساده بسیار که دارد نیاز ساده مقایسه m به تنها فعال منابع کردن مشخص
اشاره قبلا که متفاوتی بهینگی معیارهای ، ( s منبع بردار فعال های مولفه ) فعال منابع شدن مشخص با سپس

. شوند می اعمال جواب یافتن برای شدند،
، منابع سایر مقادیر به نیاز ، شود می آورده دست به که روابطی با ، منبع یک “ فعالیت ” بهینه آشکارسازی
بردار از اولیه تخمین یک اساس بر زیربهینه آشکارسازی یک موجود راهکار لذا . دارد ، نیستند دسترس در که
به . یابد می بهبود آشکارسازی کیفیت هم و تخمین کیفیت هم ۱ تکراری الگوریتم یک طی سپس . است منبع
. شود می مشخص فعال منابع آشکارسازی با ابتدا ، اولیه تخمین یک از شروع با روش این در ، دیگر عبارت
از استفاده با بعد، مرحله در . شود می آورده دست به جواب از بهتری تخمین ، حاصل اطلاعات اساس بر سپس
دقیق های تخمین فرایند این تکرار با ، ترتیب همین به و داده انجام بیشتری دقت با را آشکارسازی ، تخمین این
یا تقریب گام ” را دوم بخش و “ آشکارسازی گام ” را الگوریتم اول بخش مرحله هر در . آوریم می دست به تری
اختصار به یا پیاپی“ آشکارسازی-تخمین ” حاصل های روش خانواده ترتیب این به . [۱۹] نامند می “ تخمین

۱Iterative
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و است مسئله حل برای متدولوژی یک “ پیاپی -تخمین آشکارسازی ” است ذکر قابل . شوند می نامیده ۱ IDE
پیاده فصل این در شده پیاده های روش جز هایی روش با را تخمین و آشکارسازی های گام از یک هر توان می لذا

. آورد دست به متفاوتی کاملا های روش و کرد
تنک بهینگی متفاوت معیارهای از توان می تقریب/تخمین گام برای و فرضیه آزمون از آشکارسازی گام برای
جوی و جست روش هزینه تابع مشابه یکی که معیار دو از تقریب/تخمین گام برای فصل این در . کرد استفاده
)است ۲ - ۲ الگوریتم ۸ گام متعامد( تطابقی جوی و جست روش در رفته کار به هزینه تابع مشابه دیگری و زیرفضا
دانست. x-فضای و s-فضای در مسئله به نگاه با متناظر ترتیب به توان می را معیار دو این . شد خواهد استفاده ،

. شوند می مشخص IDE-x و IDE-s شکل به حاصل های روش لذا
شده مطرح باینری ( آشکارسازی یا ) فرضیه آزمون مبحث در IDE روش نیاز پیش مباحث ابتدا فصل این در
متذکر ، آخر نکته عنوان به . شد خواهد داده شرح جداگانه طور به تخمین و آشکارسازی گام دو از یک هر سپس و
توسط “ شده داده تشخیص فعال ” معنای به گاهی و “ فعال واقعا ” معنای به گاه “ فعال منابع ” عبارت شویم می
پسوند باشند مدنظر واقعی فعال منابع که صورتی در . بود خواهد دوم حالت منظور غالبا که است آشکارسازی گام
و فعال منابع تعداد نمایش برای ترتیب به kι و kα های نماد از همچنین . شد خواهد استفاده تاکید برای واقعا“ ”
، فصل این در . شد می داده نشان k و p با ترتیب به کمیت دو این قبل فصل در که شد خواهد استفاده فعال غیر

. کند می مشخص را تکرار) (یا ۲ مرحله اندیس k

باینری آشکارسازی) (یا فرضیه آزمون ۲ - ۴

: کنیم می شروع فرضیه آزمون تعریف با را بخش این

پارامترهای درباره هایی فرض یا ادعاها بررسی برای ، آمار علم در است روشی ۳ فرضیه). (آزمون ۱ - ۲ - ۴ یف تعر
نادرستی یا درستی تایید دنبال به که است آمار علم از بخشی فرضیه آزمون دیگر، بیان به آماری. جوامع در توزیع

. است مشاهدات اساس بر ، شده مشخص پیش از فرضیه تعدادی

؛ دارد وجود فرضیه دو تنها که حالتی یعنی ، باینری“ فرضیه آزمون ” فصل این در ما کاربرد مورد موضوع
تصادفی بردار مشاهده اساس بر خواهیم می ما و موجودند H۱ H۰و فرضیه دو کنید فرض ، تر دقیق بیان به است.
بردار توزیع که است ای گونه به رابطه این ریاضی کردن مدل . است برقرار فرضیه دو از یک کدام بگیریم تصمیم y
تغییر را y مشاهدات بردار توزیع ها فرضیه ، دیگر عبارت به . گیرند می متفاوت فرضیه دو تحت را y مشاهدات

۱Iterative Detection-Estimation ۲iteration ۳Hypothesis Testing
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بررسی در را فرضیه آزمون مسئله . شد قائل تمایز فرضیه دو میان توان می توزیع این به توجه با لذا ؛ دهند می
عنوان تحت غالبا “ سیگنال آماری پردازش ” حوزه در همچنین و ( مخابرات در کلی طور به و ) رادار های سیستم
فرضیه و است ( سیگنال یا ) هدف وجود با متناظر غالبا H۱ فرضیه ، دیدگاه این در . شناسند می “ آشکارسازی ”

. است ( نویز وجود یا ) هدف وجود عدم با متناظر را H۰

:[۲۵ ،۲۴] شود می داده نشان زیر صورت به “ باینری فرضیه آزمون ” مسئله یک ، ریاضی بیان به

H۰ : y ∼ P۰

H۱ : y ∼ P۱
(۱ - ۴)

است H۱ فرضیه تحت y بردار توزیع دهنده نشان P۱ و H۰ فرضیه تحت y بردار توزیع دهنده نشان P۰ آن در که
شود مشخص که شود می حل هنگامی مسئله . دهیم نشان Γ با را y بردار ممکن مقادیر مجموعه کنید فرض .
۱ گیری تصمیم قاعده ” یک دنبال به ، دیگر عبارت به . شود انتخاب باید فرضیه دو از یک کدام y ∈ Γ هر برای
به توان می را δ گیری تصمیم قاعده . )بنگارد H۰ و H۱ فرضیه دو با متناظر ) ۰ یا ۱ به را y ∈ Γ هر که هستیم “

: گرفت نظر در زیر صورت به Γ روی تابع یک صورت

δ(y) =

 ۱ if y ∈ Γ۱

۰ if y ∈ Γ۰(= Γc
۱)

(۲ - ۴)

مجموعه زیر و ۲ “ رد ناحیه ” را ( پذیرد می را H۱ فرضیه یا ) شود می نگاشته ۱ به که Γ از ای زیرمجموعه
می نشان Γ۰ و Γ۱ با ترتیب به را مجموعه دو این . نامند می ۳ “ قبول ناحیه ” شود می نگاشته ۰ به که را Γ از ای

. است {Γ۰,Γ۱} صورت به Γ مجموعه افراز یک با متناظر گیری تصمیم قاعده هر ، تفاسیر این با لذا . دهیم
: دارد وجود خطا احتمال دو گیری تصمیم قاعده هر برای

. باشد درست آن وقتی H۰ فرضیه رد : ۴ اول نوع خطای .۱

. باشد نادرست آن وقتی H۰ فرضیه قبول : ۵ دوم نوع خطای .۲

رفته دست از آشکارسازی ” را دوم نوع خطای و “ ۶ مورد بی هشدار ” را اول نوع خطای آشکارسازی اصطلاح در
توان می صورت این در ؛ باشد Hi فرضیه تحت Hj فرضیه انتخاب احتمال Pi(Γj) کنید فرض . نامند می “ ۷

” احتمال همچنین . نوشت PMi = P۱(Γ۰) و PFa = P۰(Γ۱) صورت به را فوق خطای نوع دو وقوع احتمال
۱decision rule ۲rejection region ۳acceptance region ۴type I error ۵type II error
۶false alarm ۷missed detection
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گیری تصمیم قاعده یافتن ما هدف حال .PDe = ۱ − PMi = P۱(Γ۱) از است عبارت “ صحیح آشکارسازی
صحیح آشکارسازی احتمال عبارتی به یا ؛ باشد کوچک ممکن حد تا خطا نوع دو هر احتمال که است ای گونه به
امکان که است روشن . باشد کوچک امکان حد تا (PFa) مورد بی هشدار احتمال و بزرگ امکان حد تا (PDe)

دیدگاه جمله از (NP) “ ۲ نیمن-پیرسون ” و “ ۱ ”بیز دیدگاه دو ؛ ندارد وجود خطا نوع دو هر زمان هم کردن مینیمم
خواهد پرداخته ها آن به ادامه در که هستند متفاوت بهینگی معیارهای انتخاب با مشکل این رفع برای موجود های

. شد

نیمن-پیرسون و بیز های دیدگاه ۳ - ۴

پیشین احتمال یک فرضیه دو از یک هر به ، دوم نوع خطای و اول نوع خطای کردن مینیمم برای بیز دیدگاه در
سازی مینیمم “ ۳ بیز ریسک ” عنوان تحت خطا نوع دو از دار معنی خطی ترکیب یک سپس ؛ شود می داده نسبت
بود خواهد کل خطای احتمال همان نیز بیز ریسک ، شود داده نشان πi با Hi فرضیه پیشین احتمال اگر . شود می

: یعنی .

Pe = π۱PMi + π۰PFa (۳ - ۴)

داد نشان توان می صورت این در ؛ باشد Hi فرضیه تحت y مشاهده بردار احتمال چگالی تابع fi(y) کنید فرض
است زیر صورت به ، کند می مینیمم را بیز ریسک که آزمونی یعنی ، بهینه آزمون ( رد ناحیه یا ) “ بحرانی ناحیه ”

: [۲۴ ،۲۵]

L(y) ≜ f۱(y)
f۰(y)

> τ (۴ - ۴)

دو میان آستانه سطح یک با درستنمایی نسبت مقایسه با که را فوق آزمون و “ ۴ درستنمایی نسبت ” را L(y) تابع
آستانه سطح مقدار . نامند می LR آزمون اختصار به یا “ درستنمایی نسبت آزمون ” شود می قائل تمایز فرضیه
برای نمونه عنوان به . شود می تعیین ، شوند می نامیده ریسک ضرایب که ، فرضیه دو پیشین های احتمال توسط

.τ = π۰
π۱ از است عبارت بهینه آزمون آستانه سطح شده، گرفته نظر در که ای ساده ریسک

احتمال ، بیز دیدگاه برخلاف و دارد وجود متفاوتی رویکرد ( NP اختصار به یا ) نیمن-پیرسون دیدگاه در
حد زیر PFa داشتن نگه با شود می سعی نیمن-پیرسون دیدگاه در . شود نمی داده نسبت فرضیه دو به پیشینی

۱Bayes ۲Neyman-Pearson ۳Bayes risk ۴Likehood Ratio
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می گرفته نظر در زیر سازی بهینه مسئله ریاضی بیان به . کند ماکزیمم را صحیح آشکارسازی احتمال ، معینی
شود:

maxPDe(δ) s.t. PFa(δ) ≤ α (۵ - ۴)

کمک به . است PFa مجاز مقدار α و شود می انجام ممکن (δ) گیری تصمیم های قاعده تمام روی سازی بهینه
مقدار که تفاوت این با ؛ است LR آزمون همان دیدگاه این با بهینه آزمون که داد نشان توان می نیمن-پیرسون لم
نیمن-پیرسون لم کنیم می اشاره ) باشد. α مساوی کمتر PFa که شود می تعیین ای گونه به (τ) آستانه سطح

(. دهد می دست به را ۵ - ۴ سازی بهینه مسئله مدنظر یکتای بهینه گیری تصمیم قاعده

UMP تست و مرکب فرضیه آزمون ۴ - ۴

هر تحت مشاهدات بردار ، آن در که دارد نام ساده فرضیه آزمون ، کردیم بررسی تاکنون که ای فرضیه آزمون مسئله
تحت y مشاهدات بردار آن در که فرضیه آزمون از دیگری نوع اما . است مشخصی توزیع دارای فرضیه دو از یک
می نامیده “ ۱ مرکب ” فرضیه آزمون ، باشد داشته را ها توزیع از متفاوتی خانواده تواند می فرضیه دو از یک هر
است مناسب دارند وجود نامعلومی پارامترهای ها آن در که مسائلی سازی مدل برای مرکب فرضیه آزمون . شود
که (y ∼ Pθ) است شده داده y بردار برای ها توزیع از خانواذه یک {Pθ|θ ∈ Λ} کنید فرض دیگر عبارت به .
کنید فرض همچنین . است θ برای ممکن مقادیر فضای Λ و نامعلوم پارامترهای همان واقع در θ بردار های مولفه
را مرکب فرضیه آزمون مسئله یک . باشند {Pθ} های توزیع خانواده با متناظر چگالی توابع {fθ(y)|θ ∈ Λ}

: کرد بیان زیر صورت به توان می

H۰ : θ ∈ Λ۰

H۱ : θ ∈ Λ۱
(۶ - ۴)

مقادیر پارامتر بردار های مولفه از برخی که دارد وجود امکان این . Λ۰ ∩ Λ۱ = ϕ و Λ۰ ∪ Λ۱ = Λ آن در که
” ، کنند نمی کمکی فرضیه دو میان تمایز به که پارامترهایی چنین ؛ کنند اختیار فرضیه دو تحت را یکسانی کاملا

. نامند می “ ۲ مزاحم پارامترهای
توزیع یک بیز دیدگاه در . است متفاوت هم با نیمن-پیرسون و بیز دیدگاه دو در نیز پارامترها کردن مدل نحوه

۱composite ۲nuisance parameters
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محاسبه فرضیه دو هر تحت را y نهایی توزیع توان می صورت این در که ) شود می داده نسبت θ بردار به پیشین
در را دوم حالت . کنند می فرض نامعلوم های کمیت را پارامترها نیمن-پیرسون دیدگاه در که حالی در )؛ کرد
گیری تصمیم قاعده بر علاوه PFa و PDe های احتمال ، مرکب فرضیه آزمون یک برای کلی طور به ؛ بگیرید نظر
صورت به ، NP مفهوم به آل ایده آزمون یک صورت این در . باشند می نیز نامعلوم پارامترهای مقادیر از تابعی

بود: خواهد زیر

max
θ∈Λ۱

PDe(δ; θ) s.t. PFa(δ; θ) ≤ α, θ ∈ Λ۰ (۷ - ۴)

های آزمون اما . نامند می ( آزمون قدرتمندترین یکنواخت طور به ) ۱ UMP ، وجود صورت در را آزمونی چنین
آن برای که یافت را ای مسئله توان می ندرت به دیگر عبارت به ؛ دارند وجود خاصی بسیار شرایط تحت UMP
اصلی پارامتر بر علاوه که بگیرید نظر در را ای مسئله ، مثال عنوان به . [۲۴ ،۲۵] باشد موجود UMP آزمون
را یکسانی مقادیر مجموعه که باشد داشته θ۲ مانند مزاحم پارامتر یک θ۱ ∈ {۰, ۱} مثل فرضیه دو کننده تفکیک
دست به θ۲ مقادیر از یک هر برای را LR آزمون یعنی بهینه آزمون توان می حال . کند می اختیار فرضیه دو تحت
یعنی ؛ باشد یکسان بهینه های آزمون این تمام برای بحرانی ناحیه که دارد وجود صورتی در UMP آزمون . آورد

. باشد نداشته بستگی θ۲ به LR آزمون بحرانی ناحیه

بسنده آماره ۵ - ۴

آماره . بگیرید نظر در را قبل در شده معرفی {fθ(y)} متناظر چگالی توابع با {Pθ} های توزیع پارامتری خانواده
دارد. بر در را پارامتر آن تخمین برای نیاز مورد اطلاعات تمام که ها داده از است ای آماره پارامتر یک برای ۲ بسنده
میان تمایز یا θ تخمین برای را y در موجود اطلاعات تمام که است y از تابعی θ برای بسنده آماره دیگر، عبارت به
نمونه توزیع اگر است θ برای بسنده آماره یک t = h(y) آماره ، ریاضی بیان به . داراست را θ به وابسته فرضیه دو

: نوشت توان می صورت این در . باشد نداشته بستگی θ به t شرط به y

fθ(y) = f(y|t) fθ(t) (۸ - ۴)
۱Uniformly Most Powerful ۲sufficient statistic
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: یعنی . است یکسان y و t برای “ درستنمایی نسبت ” ، فوق رابطه به توجه با ( t = h(y) هر برای )

f۱(t)
f۰(t)

=
f۱(y)
f۰(y)

(۹ - ۴)

t و y در موجود اطلاعات لذا . کرد بیان t بسنده آماره حسب بر y جای به توان می را LR آزمون ترتیب این به
است مشاهدات بردار بعد از کمتر غالبا بسنده آماره بعد که جا آن از . بود خواهد یکسان فرضیه دو میان تمایز برای

.[۲۴] شود می حل تر ساده غالبا آن حسب بر معادل فرضیه آزمون مسئله ،

آشکارسازی گام ۶ - ۴

مرجع (از “ فرضیه آزمون ” های ایده از استفاده با فعال منابع آشکارسازی برای روشی تشریح ، بخش این هدف
در . شد خواهد استفاده منابع آماری سازی مدل برای گوسی مخلوط توزیع از ، منظور این برای . است ( [۱۹]
خواهد بررسی منابع سایر از مستقل و جداگانه طور به ( s بردار از مولفه هر یعنی ) منبع هر فعالیت ، روش این
x = As رابطه منظور این برای . دهیم قرار آزمون مورد را s۱ بودن فعال خواهیم می کنید فرض شروع برای . شد

: شکل به را

x = s۱a۱ +
m∑
i=۲

siai (۱۰ - ۴)

: کنیم می مطرح را زیر فرضیه آزمون مسئله و نوشته

H۰ : s۱ ∼ N (۰, σ۲
۰ )

H۱ : s۱ ∼ N (۰, σ۲
۱ )

(۱۱ - ۴)

و است آن بودن فعال غیر یعنی ، s مقدار بودن ناچیز با متناظر H۰ فرضیه لذا ؛ σ۲
۰ ≪ σ۲

۱ که است این بر فرض
باشد. می آن بودن فعال دیگر عبارت به یا ، s۱ مقدار احتمال بودن ملاحظه قابل دهنده نشان H۱ ، ترتیب همین به

. کنیم قضاوت H۱ و H۰ میان باید آن مبنای بر که است مشاهدات بردار همان نیز x مخلوط بردار
اطلاعاتی همان دارای ، فرضیه دو میان گذاشتن تمایز جهت از t ≜ aT۱ x اسکالر کمیت داد نشان توان می
یک از مطلب این دادن نشان برای . است مسئله در بسنده آماره t یعنی . دارد وجود x مخلوط بردار در که است
{a′i}ni=۲ بردار n − ۱ توان می همواره a۱ غیرصفر بردار هر با متناظر . [۱۹] شود می استفاده شهودی استدلال
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بردار های مولفه . بسازند Rn فضای برای ۱ یکه متعامد پایه یک {a۱, a′۲, ..., a
′
n} مجموعه که طوری به ، یافت

است پذیر وارون تبدیل یک پایه تغییر چون . {(aT۱ x =)t, a′T۲ x, ..., a′Tn x} از عبارتند جدید ی پایه این در x
مولفه جای به ها مولفه این از توان می لذا ، شود نمی x در موجود آماری اطلاعات رفتن بین از باعث نتیجه در و

: داریم ۲ ≤ j ≤ m برای طرفی از . برد کار به فرضیه دو آزمون برای x بردار اولیه های

a′Tj x =a′Tj (s۱a۱ +
m∑
i=۲

siai)

=s۱a′Tj a۱ +
m∑
i=۲

sia
′T
j ai

=
m∑
i=۲

sia
′T
j ai

s۱ به {a′Ti x}ni=۲ های مولفه که جا آن از . باشد می s۱ به وابسته که است t تنها جدید های مولفه میان از پس
در فرضیه دو جداسازی با رابطه در اطلاعاتی نتیجه در . باشند می یکسان فرضیه دو تحت لذا ؛ نیستند وابسته
x در موجود اطلاعات تمام t مولفه یعنی امر این . گذاشت کنار را ها آن توان می و دهند نمی قرار اختیارمان

. است بسنده ی آماره لذا و داراست را فرضیه دو تمایز به مربوط
چارچوب از مسئله بررسی برای . کرد بیان t بسنده آماره برحسب را ۱۱ - ۴ فرضیه آزمون مسئله توان می حال
سایر ، علاوه به . شد نخواهد داده نسبت پیشین احتمال فرضیه دو به یعنی . شد خواهد تبعیت نیمن-پیرسون

: کنیم می تعریف . تصادفی متغیرهای نه ، شوند می مدل مزاحم پارامترهای عنوان به {si}mi=۲ یعنی منابع

µ =
m∑
i=۲

sia
T
۱ ai (۱۲ - ۴)

: نوشت توان می لذا

t =aT۱ x

=aT۱ (s۱a۱ +
m∑
i=۲

siai)

=s۱(aT۱ a۱) +
m∑
i=۲

sia
T
۱ ai

=s۱ + µ

۱orthonormal
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: از است عبارت بسنده آماره حسب بر معادل آزمون این بنابر . است نامعلوم پارامتر یک µ آن در که

H۰ : t ∼ N (µ, σ۲
۰ )

H۱ : t ∼ N (µ, σ۲
۱ )

(۱۳ - ۴)

چگالی تابع fi(t) کنید فرض . است “ درستنمایی نسبت آزمون ” NP مفهوم به بهینه آزمون دانیم می طرفی از
: که پذیرد می صورتی در را H۱ ۱۳ - ۴ آزمون صورت این در . باشد i-ام فرضیه تحت t آماره احتمال

log(
f۱(t)
f۰(t)

) > τ (۱۴ - ۴)

مسئله برای . شود می تعیین آزمون اندازه یا “ مورد بی هشدار ” احتمال مجاز میزان توسط τ آستانه سطح همچنین
: داریم ۱۳ - ۴

fi(t) =
۱

σi

√۲πexp(
−(t− µ)۲

۲σ۲
i

) (۱۵ - ۴)

: است زیر صورت به بهینه آزمون برای بحرانی ناحیه پس

log(
σ۰
σ۱
) + (

۱
۲σ۲۰

− ۱
۲σ۲

۱
)(t− µ)۲ > τ (۱۶ - ۴)

: نوشت زیر ساده فرم به توان می را “ بحرانی ناحیه ” آستانه سطح درون به σ۱ و σ۰ معلوم های ثابت جذب با

|t− µ| > τ ′ (۱۷ - ۴)

: که طوری به

τ ′ = (
۲σ۲

۰ σ
۲
۱ (τ − log(σ۰/σ۱))
sigma۲

۱ − σ۲۰
)

۱
۲ (۱۸ - ۴)

وجود UMP آزمون که گرفت نتیجه توان می ، است µ نامعلوم پارامتر به وابسته بحرانی ناحیه تعیین که جا آن از
کنترل طریق از PFa مجاز میزان نیز را آن شعاع و µ را آن مرکز که است ای بازه بحرانی ناحیه ، همچنین . ندارد

. کند می معین آستانه سطح
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آزمون برای ، بهینه آزمون سازی پیاده برای بنابراین . است {si}mi=۲ مقادیر از تابعی µ کنیم می یادآوری
نیستند دسترس در ها مولفه این واقعی مقادیر که جا آن از . داریم {si}mi=۲ مقادیر دانستن به نیاز s۱ منبع فعالیت
” با بهینه زیر آزمون ترتیب بدین . بریم می کار به {si}mi=۲ واقعی مقادیر جای به را مقادیر این از تخمینی لذا ؛

: داشت خواهیم را زیر “ بحرانی ناحیه

|aT۱ x−
m∑
i=۲

ŝia
T
۱ ai| > ϵ (۱۹ - ۴)

نتایج از یا و اولیه حدس یک توسط توانند می که هستند مربوطه منابع برای موجود های تخمین {ŝi}mi=۲ آن در که
سطح میزان ϵ ، همچنین . باشند آمده دست به ( الگوریتم تکرارهای سازی پیاده صورت در ) قبلی های تکرار

. است آستانه
کرد. مشخص را از یک هر فعالیت وضعیت و کرد تکرار مشابه طور به منابع سایر برای توان می را فوق آزمون
تقریب/تخمین گام برای راهنما عنوان به ، گام این در حاصل نتایج . است “ آشکارسازی گام ” کار اساس این
) آن دنبال به و آشکارسازی گام بردن کار به با ، اولیه جواب یک از شروع با بنابراین . گیرد می قرار استفاده مورد

. رسید منبع بردار از جدیدی تخمین به تقریب/تخمین گام ( تکرار یک
: کنیم می تعریف زیر شکل به تابعی ۱ ≤ i ≤ m هر برای ( ۱۹ - ۴ رابطه به توجه با )

gi(x, ŝ) ≜ |aTi (x−
m∑
j ̸=i

ŝjaj)| (۲۰ - ۴)

برای موجود تخمین ŝ(k) اگر نامید. “ ŝ تخمین داشتن با i-ام منبع با متناظر فعالیت تابع ” توان می را تابع این
نوشت: زیر صورت به توان می را +kام ۱ مرحله به مربوط آشکارسازی گام ، باشد kام مرحله پایان در منبع بردار

بیابید زیر صورت به را فعال منابع های اندیس : آشکارسازی گام ⃝

Iα = {۱ ≤ i ≤ m : gi(x, ŝ
(k)) > ϵ(k+۱)}

تغییر مرحله به مرحله آستانه سطوح که است فراهم امکان این ϵ(k+۱) نوشتن با ، بالا عبارت در است ذکر قابل
مجموعه فوق عبارت در . [۱۹] شود می انتخاب نزولی دنباله یک شکل به معمولا آستانه سطوح دنباله کند.
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اندیس مجموعه همچنین است. شده داده نشان Iα با “ شده داده تشخیص فعال ” منابع با متناظر های اندیس
.Iι = Z− Iα که شود می داده نشان Iι با غیرفعال منابع های

: نوشت زیر صورت به توان می را ۲۰ - ۴ فعالیت تابع

gi(x, ŝ) = |aTi (x− Aŝ) + ŝi| (۲۱ - ۴)

ماتریسی - برداری فرم توان می ، g(x, ŝ) مانند “ فعالیت برداری تابع ” یک در gi(x, ŝ)های مولفه آوری جمع با
: کرد بیان زیر شکل به را آشکارسازی گام

g(x, ŝ) ≜ |AT (x− Aŝ) + ŝ| > ϵ (۲۲ - ۴)

اعمال ، بردار یک به (>) ترتیبی و (|.|) مطلق قدر عملگرهای اعمال از منظور ، فوق عبارت در که کنید توجه
. است ۱ مولفه به مولفه صورت به آنها

آشکارسازی گام از دیگر روشی ۱ - ۶ - ۴

درصدی ، آستانه سطح یک با فعالیت توابع ی مقایسه جای به آن در که دارد وجود آشکارسازی گام از دیگر روشی
را منابع گذاری اندیس اگر . [۱۹] شود می انتخاب فعال منابع عنوان به ، است بزرگتر ها آن فعالیت تابع که منابع از
آشکارسازی گام جدید ی نسخه این توان می ، شوند مرتب نزولی ترتیب به فعالیت توابع که دهیم تغییر ای گونه به

: داد نشان زیر صورت به را

g۱(x, ŝ(k)) ≥ g۲(x, ŝ(k)) ≥ ... ≥ gρm(x, ŝ
(k))︸ ︷︷ ︸

فعال منابع با متناظر

≥ gρm+۱(x, ŝ(k)) ≥ ... ≥ gm(x, ŝ
(k))︸ ︷︷ ︸

غیرفعال منابع با متناظر

شوند. داده تشخیص فعال آشکارسازی گام توسط خواهیم می که است منابع از درصدی ۰ < ρ < ۱ آن در که
غیرفعالند. منابع با متناظر gm تا gρm+۱ فعالیت توابع و فعال منابع با متناظر gρm تا g۱ فعالیت توابع

۱component wise
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یب/تخمین تقر گام ۷ - ۴

دو بخش این در شد. خواهد تر ساده منبع بردار تخمین ، هستند فعال منابع از یک کدام که این شدن مشخص با
با دیگری و x-فضای در x = As دستگاه به ملاحظه با یکی که شود می مطرح مسئله جواب تخمین برای روش

است. s-فضای در دستگاه به ملاحظه

x-فضای در نگاه ۱ - ۷ - ۴

جستجوی ” با مرتبط بهینه رویکرد بحث در که شود می مینیمم ای هزینه تابع ، s تقریب یافتن برای روش این در
: شود می حل زیر قید بدون مسئله یعنی شد. مطرح “ متعامد تطابقی

min
sα

||x− Aαsα||۲ (۲۳ - ۴)

LS بسط یافتن معادل فوق مسئله بنابراین اند. شده داده تشخیص فعال های اتم ،Aα ماتریس های ستون آن در که
تولید زیرفضای روی x بردار تصویر یافتن معادل مسئله این دیگر، بیان به است. فعال های اتم حسب بر x بردار
در .[۱۹] شود می نامیده “ x-فضای در ۱ فعالیت زیرفضای ” زیرفضا این است. {ai}i∈Iα های اتم توسط شده
بود؛ خواهد kα ≤ n رابطه بودن برقرار ، جواب یکتایی شرط A ماتریس بودن کامل رتبه فرض با ، حاضر مسئله

صورت به توان می را مسئله جواب صورت این در است. n× kα ، Aα ماتریس که این به توجه با

s∗α = (AT
αAα)

−۱AT
αx (۲۴ - ۴)

همواره x̂ ،یعنی تصویر که کنید توجه .x̂ = Aαs
∗
α از است عبارت مربوطه تصویر صورت این در که ، نوشت

تصویر این نمایش اما خیر؛ یا هستند خطی مستقل {ai}i∈Iα های اتم که این از مستقل ؛ یکتاست و دارد وجود
باشند. خطی مستقل ها اتم این که است فرد به منحصر صورتی در تنها ، s∗α یعنی ، مذکور های اتم حسب بر

کاملا بودن تنک فرض به توجه با که زنیم می تخمین صفر برابر را جواب غیرفعال بخش ، جواب تکمیل برای
: است زیر صورت به روش این در منبع بردار تقریب پس است. توجیه قابل

 s∗α = (AT
αAα)

−۱AT
αx

s∗ι = ۰
(۲۵ - ۴)

۱activity subspace
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شود. می مشخص -x پسوند با کند، می استفاده ( ۲۵ - ۴ (یا ۲۳ - ۴ از تقریب گام در که IDE الگوریتم

s-فضای در نگاه ۲ - ۷ - ۴

رود، می کار به زیرفضا جستجوی روش در چه آن مشابه ای هزینه تابع ، s از تقریبی یافتن برای روش این در
است: زیر سازی بهینه مسئله جواب نظر، مورد تقریب ریاضی، بیان به شود. می سازی مینیمم

min
∑
i∈Iι

s۲
i s.t. x = As (۲۶ - ۴)

است. سازی آشکار گام توسط “ شده داده تشخیص غیرفعال ” های اندیس مجموعه Iι ، آن در که
گام اعمال ی نتیجه در ، صورت این در شود. داده نشان {e − i}mi=۱ با Rm استاندارد پایه کنید فرض
زیرفضای ” زیرفضا این باشد. داشته قرار {ei}i∈Iα توسط شده تولید زیرفضای در باید منبع بردار آشکارسازی

.[۱۹] شود می نامیده “ s-فضای در فعالیت
چون ؛ نیست بهینه زیرفضای جستجوی به نیازی دیگر زیرفضا، جستجوی روش برخلاف ، جا این در
x = As از جوابی ، فوق سازی بهینه مسئله همچنین شود. می پیشنهاد آشکارسازی گام توسط مذکور زیرفضای

است. ( l۲ متر با ) تر“ ”نزدیک s-فضای در فعالیت زیرفضای به که کند می انتخاب را
بیش ، kι یعنی غیرفعال منابع تعداد که حالتی برای را ۲۶ - ۴ مسئله صریح جواب ۱۵ - ۳ روابط قبل فصل در

شد: آورده دست به ، است max{n,m− n} از
 s∗α = (AT

αPAα)
−۱AT

αPx

s∗ι = AT
ι P (x− Aαs

∗
α)

(۲۷ - ۴)

داده قرار جواب یکتایی تضمین برای kι ≥ max{n,m − n} شرط همچنین ؛ P ≜ (AιA
T
ι )

−۱ آن در که
به برای ۲۶ - ۴ مسئله دیگر ، صورت این در نیست؛ یکتا جواب کلی حالت در ، نباشد برقرار شرط این اگر شد.

بود. نخواهد کافی (s) منبع بردار از تقریبی آوردن دست
n×kα ترتیب Aιبه Aαو های ماتریس شود. یافت ۲۷ - ۴ معادلات برای تری ساده فرم شود می سعی اکنون
kα ≪ m یعنی باشد، kι از کوچکتر بسیار غالبا kα که شود می باعث منبع بردار بودن تنک هستند. n× kι و
خطی دستگاه یک حل به نیاز (s∗α) جواب فعال بخش آوردن دست به برای بنابراین . kι = m − kα ⪅ m و
بردارها روی محاسباتی نیازمند (s∗ι ) جواب غیرفعال بخش یافتن ، که حالی در است. kα × kα مرتبه از کوچک
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محاسباتی پیچیدگی از ای عمده بخش یعنی است. (m×m تقریبا (یعنی kι×kι مرتبه از بزرگ های ماتریس و
، تنک منابع برای رود می انتظار جاکه آن از شود. می جواب غیرفعال بخش محاسبه به مربوط ۲۷ - ۴ معادلات
آن و کرد نظر صرف آن ی محاسبه از توان می ، باشد صفر به نزدیک خوبی خیلی تقریب با جواب غیرفعال بخش

کرد: جایگزین را زیر روابط ، ۲۷ - ۴ معادلات جای به یعنی ؛ زد تخمین صفر برابر را
 s∗α = (AT

αPAα)
−۱AT

αPx

s∗ι = ۰
(۲۸ - ۴)

روش جواب مقایسه با . [۱۹] شود می تر ساده مربوطه محاسبات زیاد دقت دادن دست از بدون ترتیب، این به
یک جواب این که شود می ملاحظه ، ۲۸ - ۴ روابط یعنی اخیر جواب شده ساده فرم با ، ۲۵ - ۴ روابط یعنی اول

دارد. بیشتر P وزن ماتریس
می مشخص -s پسوند با ، کند می استفاده ۲۸ - ۴ روابط از تقریب/تخمین گام در که IDE الگوریتم
شود: می خلاصه زیر صورت به شد، مطرح تقریب/تخمین گام برای که روشی دو بخش این پایان در شود.

بیابید زیر روش دو از یکی به را (s) منبع بردار ، سازی آشکار گام نتایج کمک به : تقریب/تخمین گام ⃝

(i) min
∑
i∈Iι

s۲
i s.t. x = As (IDE-s)

(ii) min
sα

||x− Aαsα||۲ ((IDE-x)

منبع بردار اولیه جواب ۸ - ۴

استفاده ŝ(۰) = ۰ اولیه جواب از توان می ، ندارد وجود (s) منبع بردار مورد در خاصی پیشین اطلاعات که زمانی
برای اولیه تخمین این لذا است. صفر بردار به نزدیک برداری تنک، منبع یک برای جواب ترین محتمل زیرا ؛ کرد
از جوابی ، صفر اولیه جواب البته بود. خواهد واقعی مقدار به نزدیک ، ( kιها ) منبع بردار های مولفه از بسیاری
سادگی آن ی عمده مزیت و انجامد می خوبی عملکرد به الگوریتم اجرای طی در اما ؛ نیست x = As دستگاه

.[۱۹] است آن حد از بیش
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خودی به که موجود ی ساده های روش برخی از حاصل جواب از توان می ŝ(۰) = ۰ اولیه جواب بر علاوه
l۲ نرم سازی کمینه از حاصل جواب ، جوابی چنین از نمونه یک کرد. استفاده نیز، ندارند مطلوب کیفیت خود

.ŝ(۰)
M = AT (AAT )−۱x یعنی است، منبع بردار

صورت، این در دهیم. نشان g′(x, ŝ) با را g(x, ŝ) تابع مطلق قدر مقدار کنید فرض

g′(x, ŝ
(۰)
M ) = AT (x− AAT (AAT )−۱x) + AT (AAT )−۱x = ŝ

(۰)
M

است. g′(x, ŝ) تابع ثابت نقطه ŝ(۰)
M یعنی

آستانه سطح انتخاب اصلی نکات ۹ - ۴

تقریب مبنای بر آستانه سطح انتخاب شد. خواهد داده شرح آستانه سطح انتخاب برای نکته دو بخش این در
باشد. مینیمم آن فعال غیر منابع مربعات مجموع که است x = As از جوابی

ضمنی های کران ۱ - ۹ - ۴

و ) لازم که شرایطی ( شده استخراج [۱۹] مرجع از که ) شهودی استدلال یک با شود می سعی زیربخش این در
اصلی جواب به نزدیک تقریب/تخمین گام و آشکارسازی گام اعمال از حاصل جواب تا باشند برقرار است کافی)
دقیقا غیرفعال منابع ، (s∗) اصلی منبع بردار در که بگیرید نظر در را حالتی ، هدف این برای شوند. بیان ، شود
منابع یعنی ؛ دهد تشخیص درست را فعال منابع حداقل آشکارسازی گام که کنید فرض همچنین صفرند. برابر
فرض ، معادل طور به یا .I∗

α ⊆ Iα دیگر عبارت به باشند؛ ، شده داده تشخیص فعال منابع میان در فعال واقعا
بردار صورت این در .Iι ⊆ I∗

ι عبارتی به اند؛ شده داده تشخیص غیرفعال منابع شامل فعال غیر واقعا منابع کنید
چون بود خواهد (IDE-s) ۲۶ - ۴ سازی بهینه مسئله جواب یک (s∗) اصلی منبع

∑
i∈Iι

(s∗i )
۲ ≤

∑
i∈I∗

ι

(s∗i )
۲ = ۰

اصلی جواب واقعا تقریب/تخمین گام که بود مطمئن توان می باشد، یکتا مذکور سازی بهینه مسئله جواب اگر حال
است. استوار تقریب/تخمین گام “ جواب یکتایی ” و “ صحیح آشکارسازی ” فرض بر استدلال این لذا دهد. می را
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صفر دقیقا اصلی غیرفعال منابع که هایی حالت در الگوریتم رود می انتظار استدلال این تعمیم با شهودی طور به
کند. عمل خوب همچنان نیز نیستند

مشخص یعنی است؛ فعال منابع صحیح یافتن تنها صحیح آشکارسازی از منظور ، شد گقته قبلا که طور همان
عبارت به ندارد. اهمیتی چندان ، نزند لطمه “ جواب یکتایی ” فرض به که جایی تا ، غیرفعال منابع صحیح کردن
هشدار احتمال اما باشد، یک به نزدیک امکان حد تا (PDe)صحیح آشکارسازی احتمال که است آن هدف ، دیگر
یکتایی فرض که باشد کمتر حدی از PFa که قدر همین شود. نزدیک صفر به خیلی ندارد لزومی (PFa) مورد بی

۲۶ - ۴ مسئله جواب یکتایی فرض که باشد ای اندازه به باید PFa میزان است. کافی شود، برقرار جواب
نباید شده داده تشخیص غیرفعال منابع تعداد ، ترتیب این به باشد. برقرار kι ≥ max{n,m− n} ،یعنی
مورد“ بی ”هشدار همان یا ) شوند می داده تشخیص فعال اشتباها که منابعی ، دیگر بیان به باشد؛ کمتر حدی از

باشند. زیاد خیلی نباید (
دارد. وجود آستانه مقدار روی ضمنی پایین و بالا های کران برای ملاحظاتی ، شده گفته مطالب به توجه با
صحیح (آشکارسازی شوند داده تشخیص درست فعال واقعا منابع که باشد پایین کافی اندازه به باید آستانه سطح
از تا max{n,m − n} حداقل ) شود تضمین جواب یکتایی که باشد بالا کافی اندازه به باید دیگر طرف از )؛
یکی دارند. تاثیر آستانه سطح مجاز ی گستره روی مشخصا پارامتر دو .( شوند داده تشخیص غیرفعال ، منابع
پارامتر با گوسی مخلوط توزیع دارای منابع مورد در و ) k∗

ι /m نسبت با را آن توان می که است بودن تنک میزان
تر نزدیک یک به n/m و بیشتر و بودن تنک هرچه است. n/m یعنی مسئله ابعاد نسبت دیگری و سنجید؛ ( π۰

بودن تنک کاهش با دیگر، طرف از بود. خواهد بزرگتر آستانه سطح برای مجاز محدوده و تر ساده مسئله ، باشد
خواهد بیشتری ملاحظه با و دشوارتر آستانه سطح مجاز محدوده انتخاب و دشوارتر مسئله n/m کاهش (یا) و
از هایی خانواده برای مناسب آستانه سطوح ( [۱۹] مرجع در گرفته صورت ) تجربی نتایج بررسی با ادامه در بود.

شد. خواهد معرفی ( n/m و π۰ از مشخصی مقادیر برای ) مسائل
برای ضمنی کران دو طرح به منجر “ جواب یکتایی ” و “ صحیح آشکارسازی ” فرض دو خلاصه طور به
کافی جواب یافتن برای تقریبی آشکارسازی یک ، شوند رعایت کران دو این که زمانی تا شوند. می آستانه سطح
الگوریتم این مورد در که دیگری نکته است. “ پیاپی ”آشکارسازی-تخمین روش همگرایی اساس ، این است.
که رود می انتظار حالتی چنین در شوند. نمی داده تشخیص درستی به که است فعالی منابع وضعیت دارد ∑وجود

i∈Iι s
۲
i هزینه تابع ِجز، اشتباه به مربوطه فعال منابع چون شود؛ دور اصلی جواب از تقریب/تخمین گام جواب

تشخیص غیرفعال اشتباها که است کوچک طبیعتا منابعی چنین واقعی مقدار البته شوند. می مینیمم و گرفته قرار
الگوریتم دهد می نشان تجربی طور به است، گرفته صورت [۱۹] در که آزمایشاتی حال این با شوند. می داده
به را فعال منابع تمام نهایت در و کند اصلاح بعد مراحل در را اشتباه این که دارد را توانایی این ( موارد غالب (در
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آورد. دست به درستی

یح صر های کران ۲ - ۹ - ۴

یعنی ، منبع آن متناظر فعالیت تابع با توان می را منبع یک فعالیت وضعیت شد داده نشان آشکارسازی گام در
بردار و (ŝ) منبع بردار برای موجود تخمین اساس بر gi(x, ŝ) تابع سنجید. آستانه سطح یک توسط ، gi(x, ŝ)
کافی ی اندازه به تخمین این که صورتی در دهد. می دست به منبع بردار اندازه از جدید تخمینی (x) مخلوط
برای موجود تخمین که هنگامی شود. می داده تشخیص فعال مربوطه منبع آستانه) سطح از (بزرگتر باشد بزرگ

داریم: ( ۲۰ - ۴ رابطه ) فعالیت تابع تعریف به توجه با (ŝ = s∗ باشد اصلی منبع بردار همان ، منبع بردار

gi(x, s
∗) =|aTi (

m∑
j=۱

s∗jaj −
m∑
j ̸=i

s∗jaj)|

=|s∗i |

تابع از استفاده بنابراین است. مربوطه منبع اندازه برابر ، آل ایده حالت در فعالیت تابع که دهد می نشان رابطه این
هایی کران اگر دهد می نشان رابطه این همچنین شود. می توجیه دیگر بار منبع، یک فعالیت سنجش برای فعالیت

دیگر: عبارت به برد. کار به نیز آستانه سطوح برای را ها کران آن توان می ، باشد داشته وجود منابع اندازه روی

۰ ≈ min
i

|s∗i | ≤ ϵ ≤ max
i

|s∗i | (۲۹ - ۴)

برای را چندانی اطلاعات فوق رابطه پایین کران لذا است. صفر برابر تقریبا منابع اندازه مینیمم تنک منابع برای
کمیت همین و ، نیست مشخص پیش از ( غالبا ) منابع اندازه ماکزیمم طرفی از دهد. نمی دست به آستانه سطح
این شود می سعی منبع بردار غیاب در لذا دارد. آستانه سطح مجاز محدوده تعیین در را اساسی نقش که است
را کمیت این برای [۱۹] در شده پیشنهاد گر تخمین سه ، اساس این بر شود. زده تخمین A و x اساس بر کمیت
اصلی منبع بردار l∞ نرم ،maxi |s∗i | است ذکر به لازم گیرد. می قرار بررسی مورد آنها عملکرد و کرده معرفی

شود. می داده نشان نیز ||s∗||∞ صورت به که است
تکرار در که است منبعی بردار اولیه جواب از استفاده ، ||s∗||∞ کمیت گر تخمین یافتن برای طبیعی رویکرد
اولیه جواب به توجه با ترتیب، بدین گیرد. می قرار استفاده مورد “ پیاپی آشکارسازی-تخمین ” الگوریتم اول
بگیریم صفر برابر را اولیه جواب اگر آورد. دست به متفاوتی های تخمین توان می ، الگوریتم برای شده انتخاب
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از بود خواهد عبارت فعالیت برداری تابع (ŝ(۰) = ۰)

g(x, ۰) = |ATx| (۳۰ - ۴)

بررسی مورد که اولی گر تخمین بنابراین است. بردار همین l∞ نرم ، منبع بردار l∞ نرم برای مناسب تخمین یک که
است: زیر مقدار گیرد می قرار

||ATx||∞ = max
i

|aTi x| (۳۱ - ۴)

مقدار ، شود انتخاب ŝ(۰) = AT (AAT )−۱x اولیه جواب اگر حال

||AT (AAT )−۱x||∞ = max
i

|aTi (AAT )−۱x| (۳۲ - ۴)

فعالیت تابع ثابت نقطه ŝ(۰) = AT (AAT )−۱x جواب ) بود خواهد منبع بردار l∞ نرم برای دوم گر تخمین
تنها و گیرد می صورت ابتدایی مرحله در گر تخمین دو این محاسبات عمده بخش است، ذکر قابل است).
عنوان به توان می نیز ||x||۲ از گر تخمین دو این بر علاوه است. گر تخمین بردار ماکزیمم یافتن ، اضافی محاسبه
واقعی مقدار با (||x||۲) تخمین این تطابق حفظ برای کرد. استفاده منبع بردار اندازه ماکزیمم از ساده تخمین یک

.( [۱۹] در بیشتر مطالعه شود( scale ( m (یا n از تابعی با است لازم
برای هایی کران ، منبع بردار اندازه ماکزیمم برای شده معرفی گرهای تخمین ، شده گفته مطالب به توجه با

نوشت: زیر صورت به توان می خلاصه طور به که هستند مذکور کمیت

||s∗||∞ ⪅K۱||ATx||∞ (۳۳ - ۴)

||s∗||∞ ⪅K۲||AT (AAT )−۱x||∞ (۳۴ - ۴)

||s∗||∞ ⪅K۳(n)||x||۲ (۳۵ - ۴)

آزمایشاتی تمامی شویم می متذکر ) شد خواهد مشخص آزمایش طریق αاز K۳(n)و ∝ n−α که کنیم می فرض
اند). شده استخراج [۱۹] مرجع از شوند می مطرح ، آستانه سطح برای صریح های کران مورد در ادامه در که

آزمایشی منظور این برای کرد. بررسی عمل در را فوق های تخمین بودن مفید توان می تجربی نتایج کمک به   
این به است؛ شده تولید x = As دستگاه تصادفی تحقق N=۵۰۰۰ تعداد است: شده داده صورت ترتیب بدین
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(ب)

     
(آ)

    

  
(ج)

 

منابع اندازه ماکزیمم پراکندگی نمودارهای :( پایین ابعاد در آستانه( سطح برای صریح های کران :۱ - ۴ شکل
مسئله تصادفی تحقق N=۵۰۰۰ برای پیشنهادی گر تخمین سه از یک هر حسب بر (||s||∞)

  

ی کره روی یکنواخت توزیع دارای هایی ستون با تصادفی شکل به A ماتریس ، تحقق N از یک هر در که ترتیب
پارامترهای با گوسی مخلوط توزیع یک از تصادف به بار هر s بردار ، ترتیب همین به شود. می Rnانتخاب در واحد
در که ) ||s||∞ کمیت واقعی مقدار تحقق هر برای سپس آید. می دست به (π۰ = ۰٫۹, σ۰ = ۰٫۰۱, σ۱ = ۱)
، مثال عنوان به شود. می مشخص صفحه یک در ای نقطه شکل به را آن تخمین و ( است اصلی منبع بردار s آن
با تحقق N از یک هر و است “||ATx||∞ حسب بر ||s||∞ ” ی صفحه نظر مورد ی صفحه ، اول تخمین برای
m = ۵۰ حالت برای ، حاصل نمودار بود. خواهد صفحه این در ای نقطه با متناظر A و x ، s مقادیر به توجه
نیز y = ۱

۲x و y = ۲x و y = x خطوط شکل در است. شده داده نشان ۴ - ۱(آ) شکل در n/m = ۰٫۶ و
خطی اگر دیگر عبارت به اند؛ کرده تجمع y = x حول نقاط ، شود می ملاحظه که طور همان اند. شده مشخص
زیر نقاط شود می ملاحظه همچنین بود. خواهد یک به نزدیک خط شیب شود، داده تطبیق مذکور نقاط نمودار به
۱ - ۴ های شکل است. مناسبی انتخاب ۳۳ - ۴ رابطه K۱در ≈ ۲ انتخاب ترتیب این به دارند. قرار y = ۲xخط
دهند. می نشان (n/m = ۰٫۶,m = ۵۰) مشابه وضعیتی در را دیگر تخمین دو به مربوط نمودارهای ( ج و (ب
گیرد؛ می قرار y = ۲x خط زیر تقریبا ||AT (AAT )−۱x||∞ تخمین نمودار ، شود می ملاحظه که طور همان
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منابع اندازه ماکزیمم پراکندگی نمودارهای : بالا) ابعاد در ) آستانه سطح برای صریح های کران :۲ - ۴ شکل
m = ۱۰۰, ۲۰۰, ۵۰۰, ۱۰۰۰ ابعاد در پیشنهادی گر تخمین سه حسب بر (||s||∞)

  

گرفت ۲ برابر تقریبا نیز را K۲ توان می بنابراین است. بیشتر یک از شود می تطبیق نمودار به که خطی شیب البته
مربوط نقاط تجمع ، کوچک (n (یا m برای ، واقع در است. متفاوت ||x||۲ تخمین برای وضعیت .(K۱ ≈ ۲)
ثابتی ضریب با ||s||∞ توان می هایی حالت چنین در لذا است. دیگر تخمین دو مشابه کمابیش تخمین این به
مربوط نمودار ، m افزایش با . K۳(n) ≈ ۲(for smalln) یعنی زد؛ تقریب ،n مقدار از مستقل ، ||x||۲ از
یک ، است شده داده نشان ۴ - ۱(ج) شکل در که m = ۵۰ حالت گیرد. می فاصله دیگر نمودار دئ از ||x||۲ به
گرها تخمین رفتار بررسی برای است.   شده آغاز جدایی این ، آن در که دهد می نشان را (نسبی) مرزی وضعیت
m = ۱۰۰, ۲۰۰, ۵۰۰, ۱۰۰۰ ابعاد برای گر تخمین سه نمودارهای ( (د) تا (آ) ) ۲ - ۴ های شکل در ، بالا ابعاد در
تخمین سه نمودارهای ، شکل هر در است. شده فرض n/m = ۰٫۶ ها حالت تمام در اند. شده داده نشان
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تخمین به (||s||∞) منابع اندازه ماکزیمم نسبت حدی): (رفتار آستانه سطح برای صریح های کران :۳ - ۴ شکل

پیشنهادی گر تخمین سه برای ، مسئله بعد از معیاری عنوان به n حسب بر آن،

شده استفاده متفاوتی های رنگ از ها آن تمایز برای و شده آورده یکدیگر کنار در m مشخص مقدار یک برای گر
گر تخمین دو نمودارهای شود می ملاحظه هستند. ۱ - ۴ شکل در رفته کار به های رنگ مشابه ها رنگ است.
به که خطی شیب خصوص، به دارند. ابعاد تمام در را مشابهی وضعیت ||AT (AAT )−۱x||∞ و ||ATx||∞

کند. می میل ثابتب مقدار به که رسد می نظر به چنین و کند می تغییر کندی به بسیار یابد، می تطبیق ها آن نمودار
نمودار و یابد می کاهش سرعت به بعد افزایش با ، ||x||۲ گر تخمین نمودار به یافته تطبیق خط شیب مقابل، در

گیرد. می فاصله دیگر نمودار دو از وضوح به مربوطه
، حاصل های منحنی است. شده رسم n حسب بر نمودار سه به یافته تطبیق خط شیب ۳ - ۴ شکل در  
مورد در کند. می میل ۱.۶ و ۰.۹۵ به ترتیب به اول تخمین دو به مربوطه شیب کند. می تایید را قبل مشاهدات
n−۰٫۲ +n−۰٫۴۵ های منحنی شکل در یابد. می کاهش سرعت به nافزایش با شیب ، ||x||۲ ،یعنی سوم تخمین
||x||۲ به مربوط شیب منحنی که شود می ملاحظه اند. شده رسم چین خط شکل به نیز n−۰٫۲ + n−۰٫۹ و
حداقل (K۳(n) ≈ ۲n−۰٫۲) که کند می پیشنهاد این گیرد. می قرار منحنی دو این میان n < ۶۰۰ برای ،حداقل
حالت برای فوق آزمایش که این وجود با است. مناسبی انتخاب ( m < ۱۰۰۰ یا ) n < ۶۰۰ ی گستره روی
اند صادق نیز n/m و π۰ دیگر مقادیر برای کمابیش نتایج است، شده انجام (n/m = ۰٫۶, π۰ = ۰٫۹)
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ممکن نمودارها، شیب حدی مقادیر برای مثلا ، آمده دست به ارقام و اعداد که بود خواهد این در تفاوت .[۱۹]
اند؛ مقاوم مسئله پارامترهای تغییرات به نسبت زیادی حدود تا اول گر تخمین دو میان این در کند. تغییر است
مخصوصا ) مسئله پارامترها به وابسته کاملا ،K۳(n) یعنی ، آن نیاز مورد ضریب که ||x||۲ گر تخمین برخلاف

است. مسئله) ابعاد
هر ||AT (AAT )−۱x||∞ و ||ATx||∞ تخمین دو که گفت توان می فوق آزمایشات اساس بر مجموع در

هستند. ( آستانه سطح صریح کران برای نتیجه در و ) منابع اندازه ماکزیمم برای مناسبی های تخمین ، دو
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آ  پیوست

MP تطابقی جوی و جست الگوریتم متلب کد آ  - ۱: برنامه
۱% define a continuous function
۲function [xMP,POZ] = MP(A,b,thrMP)
۳m = size(A,2);
۴r=b;
۵xMP=zeros(m,1);
۶POZ = [];
۷iter =1;
۸%while r'*r>thrMP,
۹while norm(r,1)>thrMP
۱۰Z=abs(A'*r);
۱۱posZ=find(Z==max(Z),1);
۱۲xMP(posZ)=xMP(posZ)+A(:,posZ)'*r;
۱۳% [A(:,posZ)'*r norm(A*xMP-b)]
۱۴r=r-A(:,posZ)*A(:,posZ)'*r;
۱۵POZ(iter) = posZ;
۱۶iter = iter+1;
۱۷end
۱۸[sum(xMP>.001),norm(xMP,1)]

l1 نرم سازی مینیمم الگوریتم متلب کد آ  - ۲: برنامه
۱% define a continuous function
۲function xf = norm1MZ(A,b,thrMP)
۳% Mehdi Zaferanieh
۴% min ||x||1 s.t. ||Ax-b||1<eps
۵% m=3; n=2; eps=1; %initial values
۶%A=[1 2 3 ; 1 4 5]; b=[0;10]; %initial matrix and right hand side

values;
۷m = size(A,1);
۸n = size(A,2);
۹Bn=[eye(n),-eye(n)]; %extreme directions for ||x||1;
۱۰Bm=[eye(m),-eye(m)]; %extreme directions for ||Ax-b||1;
۱۱Aeqx=[eye(n),-Bn,zeros(n,2*m)]; %Aeq corresponding to equality $x=\

sum_{i=1}^n \lambda_i b_i$;
۱۲beqx=zeros(n,1); %beq corresponding to equaltiy $x=\sum_{i=1}^n \

lambda_i b_i$;
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۱۳Aeqc=[A,zeros(m,2*n),-Bm]; %Aeq corresponding to equality $Ax-b=\
sum_{1=1}^m \lambda'_ib'_i$;

۱۴beqc=b; %beq corresponding to equality $Ax-b=\sum_{1=1}^m \
lambda'_ib'_i$;

۱۵Aeq=[Aeqx;Aeqc]; %The main Aeq corresponding to all constraints;
۱۶beq=[beqx;beqc]; % The main righ-hand-side values;
۱۷cx=zeros(1,n); % The ceofficient of variables x;
۱۸cli=ones(1,2*n); % The ceofficient of extreme directions for ||x

||1;
۱۹clip=zeros(1,2*m); % The ceofficient of extreme directions for ||Ax

-b||1;
۲۰lb=zeros(n+2*m+2*n,1); % The lower bound for all variables;
۲۱f=[cx,cli,clip]; %The main cost ceofficient;
۲۲Ainq=[zeros(1,n),zeros(1,2*n),ones(1,2*m)]; %The constraint ||AX-b||<

eps;
۲۳binq=[thrMP]; %The given threshhold
۲۴[xllp,fval] = linprog(f,Ainq,binq,Aeq,beq,lb,[]); %The initial

obtained solution
۲۵for i=1:n
۲۶xf(i)=xllp(i);
۲۷end
۲۸xf = xf';
۲۹[sum(xf>.001),norm(xf,1)]

IDE پیاپی تخمین آشکارسازی الگوریتم متلب کد آ  - ۳: برنامه
۱% define a continuous function
۲function [xide,POZ] = IDE(A,b,thrMP)
۳m = size(A,2);
۴r=b;
۵xide=zeros(m,1);
۶POZ = [];
۷k = 0;
۸while norm((A*xide-b),1)>thrMP
۹
۱۰g = abs(A'*(b-A*xide)+xide);
۱۱POZ = (g>.6*2^(-k));
۱۲xide(POZ)= pinv(A(:,POZ))*b;
۱۳xide(~POZ)= 0;
۱۴k = k+1;
۱۵end
۱۶
۱۷[sum(xide >.001),norm(xide,1)]

MP,LP,IDE روش سه مقایسه برنامه متلب کد آ  - ۴: برنامه
۱% define a continuous function
۲xMP=[];xMZ=[];xdcm=[];xide=[];
۳n = 480;
۴m = 1200;
۵A = randn(n,m);
۶%b=[1;2];
۷W = sum(A.*A).^.5;
۸for k = 1:m
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۹A(:,k) = A(:,k)/W(k);
۱۰end
۱۱%
۱۲S = round(m/10) ;
۱۳% Generate a test signal of cardinality S
۱۴x = zeros(m,1);
۱۵pos = randperm(m);
۱۶x(pos(1:S)) = sign(randn(S,1)).*(1+rand(S,1));%b ra khodeman tolid

kardim
۱۷b = A*x;
۱۸
۱۹%%
۲۰thrMP =1e-3;
۲۱
۲۲tic
۲۳for i=1:5
۲۴xMP = MP(A,b,thrMP);
۲۵end
۲۶mpTime = toc/5;
۲۷tic
۲۸for i=1:5
۲۹xMZ = norm1MZ(A,b,thrMP);
۳۰end
۳۱bnTime = toc/5;
۳۲tic
۳۳for i=1:5
۳۴xide = IDE(A,b,thrMP);
۳۵end
۳۶ideTime = toc/5;
۳۷
۳۸
۳۹xdcm=xdcm';
۴۰s1=0;s2=0;s3=0;
۴۱s1=norm(xMP,1);s2=norm(xMZ,1);s3=norm(xdcm,1);
۴۲% for i=1:size(xMP,1)
۴۳% s1=abs(xMP(i))+s1;% norm1 of the solution by greedy
۴۴% s2=abs(xMZ(i))+s2;% norm1 of the solution by block norm
۴۵% s3=abs(xdcm(i))+s3;% norm1 of the solution by columngeneration
۴۶% end
۴۷disp('Errors of different approaches:')
۴۸disp(' MP BlockNorm IDE')
۴۹disp([norm(A*xMP-b,1) norm(A*xMZ-b,1) norm(A*xide-b,1)])% norm(A*xdcm-b

,1)])
۵۰
۵۱
۵۲disp(' MP runTime BN runTime IDE runTime')% dcm runTime ')
۵۳disp([mpTime bnTime ideTime]);%dcmTime])
۵۴
۵۵disp('Time: MP/MP BN/MP IDE/mp ')
۵۶disp([mpTime bnTime ideTime ]./mpTime)
۵۷%norm(xmp,1)

OMP خاص مثال یک برای تطابقی جوی و جست الگوریتم متلب کد آ  - ۵: برنامه
۱% define a continuous function
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۲% MP with noise and bordare amood
۳
۴n=30; m=200;
۵A=randn(n,m);
۶W=sum(A.*A).^.5;
۷for k=1:1:m,
۸A(:,k)=A(:,k)/W(k);
۹end;
۱۰%%
۱۱S =5;
۱۲% Generate a test signal of cardinality S
۱۳x=zeros(m,1);
۱۴pos=randperm(m);
۱۵x(pos(1:S))=sign(randn(S,1)).*(1+rand(S,1));
۱۶noise = rand(n,1)/1000;
۱۷b=A*x ;%+ noise;
۱۸thrOMP=1e-1;
۱۹%%
۲۰r=b;
۲۱xOMP=zeros(m,1);
۲۲SS = [];
۲۳iter = 0;
۲۴while r'*r>thrOMP,
۲۵Z=abs(A'*r);
۲۶posZ=find(Z==max(Z));
۲۷SS=sort([SS,posZ(1)]);
۲۸xOMP(SS)=pinv(A(:,SS))*b;
۲۹r=b-A(:,SS)*xOMP(SS);%b-Ax_k
۳۰iter = iter+1;
۳۱end;
۳۲iter
۳۳sum(xOMP~=0)
۳۴norm(A*xOMP-b)

CoSaMP فشرده برداری نمونه تطابقی جوی و جست الگوریتم متلب کد آ  - ۶: برنامه
۱% define a continuous function
۲function [x,r,normR,residHist , errHist] = CoSaMP( A, b, k, errFcn, opts

)
۳% x = CoSaMP( A, b, k )
۴% uses the Compressive Sampling Matched Pursuit (CoSaMP) algorithm
۵% (see Needell and Tropp's 2008 paper http://arxiv.org/abs/0803.2392

)
۶% to estimate the solution to the equation
۷% b = A*x (or b = A*x + noise )
۸% where there is prior information that x is sparse.
۹if nargin < 5, opts = []; end
۱۰if ~isempty(opts) && ~isstruct(opts)
۱۱error('"opts" must be a structure');
۱۲end
۱۳
۱۴function out = setOpts( field, default )
۱۵if ~isfield( opts, field )
۱۶opts.(field) = default;
۱۷end
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۱۸out = opts.(field);
۱۹end
۲۰
۲۱printEvery = setOpts( 'printEvery', 1000 );
۲۲maxiter = setOpts( 'maxiter', 1000 );
۲۳normTol = setOpts( 'normTol', 1e-10 );
۲۴cg_tol = setOpts( 'cg_tol', 1e-6 );
۲۵cg_maxit = setOpts( 'cg_maxit', 20 );
۲۶% Allow some synonyms
۲۷cg_tol = setOpts( 'LSQR_tol', cg_tol );
۲۸cg_maxit = setOpts( 'LSQR_maxit', cg_maxit );
۲۹HSS = setOpts( 'HSS', false );
۳۰TWO_SOLVES = setOpts( 'two_solves', false );
۳۱addK = round(setOpts( 'addK', 2*k) );
۳۲support_tol = setOpts( 'support_tol', 1e-10 );
۳۳
۳۴
۳۵if nargin < 5 || isempty(printEvery)
۳۶printEvery = round(k,maxiter);
۳۷end
۳۸
۳۹if nargin < 4
۴۰errFcn = [];
۴۱elseif ~isempty(errFcn) && ~isa(errFcn,'function_handle')
۴۲error('errFcn input must be a function handle (or leave the input

empty)');
۴۳end
۴۴
۴۵if iscell(A)
۴۶LARGESCALE = true;
۴۷Af = A{1};
۴۸At = A{2}; % we don't really need this...
۴۹else
۵۰LARGESCALE = false;
۵۱Af = @(x) A*x;
۵۲At = @(x) A'*x;
۵۳end
۵۴
۵۵
۵۶% -- Intitialize --
۵۷% start at x = 0, so r = b - A*x = b
۵۸r = b;
۵۹Ar = At(r);
۶۰N = size(Ar,1); % number of atoms
۶۱M = size(r,1); % size of atoms
۶۲if k > M/3
۶۳error('K cannot be larger than the dimension of the atoms');
۶۴end
۶۵x = zeros(N,1);
۶۶ind_k = [];
۶۷
۶۸% indx_set = zeros(k,1); % created on-the-fly
۶۹% A_T = zeros(M,k);
۷۰residHist = zeros(k,1);
۷۱errHist = zeros(k,1);
۷۲
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۷۳fprintf('Iter, |T|, Resid');
۷۴if ~isempty(errFcn)
۷۵fprintf(', Error');
۷۶end
۷۷if LARGESCALE
۷۸fprintf(', LSQR iterations and norm(residual)');
۷۹end
۸۰fprintf('\n');
۸۱
۸۲if LARGESCALE
۸۳
۸۴% if exist( 'lsqr_wrapper ','file')
۸۵% LSQR_ALG = @lsqr_wrapper;
۸۶% % This is Stephen's wrapper (designed to imitate Matlab's
۸۷% % syntax ) to the version of LSQR that you can get
۸۸% % at http://www.stanford.edu/group/SOL/software/lsqr/matlab/

lsqr.m
۸۹% % This version of LSQR is better than Matlab's implementation

.
۹۰% elseif exist( 'lsqr','file' )
۹۱% LSQR_ALG = @lsqr; % Matlab's version
۹۲% else
۹۳% disp('You need to install LSQR! Download it from:');
۹۴% disp('http://www.stanford.edu/group/SOL/software/lsqr/matlab/

lsqr.m');
۹۵% error('Need to have working copy of LSQR');
۹۶% end
۹۷
۹۸% Unfortunately , the Stanford group's version doesn't make it easy
۹۹% to provide a starting value, so we will stick with Matlab's

version.
۱۰۰
۱۰۱LSQR_ALG = @(RHS,Afcn,x0) lsqr(Afcn,RHS,cg_tol,cg_maxit ,[],[],x0

);
۱۰۲end
۱۰۳
۱۰۴
۱۰۵
۱۰۶for kk = 1:maxiter
۱۰۷
۱۰۸% -- Step 1: find new index and atom to add
۱۰۹y_sort = sort( abs(Ar),'descend');
۱۱۰cutoff = y_sort(addK); % addK is typically 2*k
۱۱۱cutoff = max( cutoff, support_tol );
۱۱۲ind_new = find( abs(Ar) >= cutoff );
۱۱۳
۱۱۴
۱۱۵% -- Merge:
۱۱۶T = union( ind_new, ind_k );
۱۱۷
۱۱۸
۱۱۹% -- Step 2: update residual
۱۲۰if HSS
۱۲۱RHS = r; % where r = b - A*x, so we'll need to add in "x"

later
۱۲۲x_warmstart = zeros(length(T),1);
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۱۲۳else
۱۲۴RHS = b;
۱۲۵x_warmstart = x(T);
۱۲۶end
۱۲۷
۱۲۸
۱۲۹% -- solve for x on the suppor set "T"
۱۳۰if LARGESCALE
۱۳۱% Could do CG on the normal equations...
۱۳۲% Or, use LSQR:
۱۳۳% x_T = LSQR_ALG(Afcn,RHS,cg_tol,cg_maxit);
۱۳۴
۱۳۵% use an initial guess to warm-start the solver
۱۳۶Afcn = @(x,mode) partialA( N, T, Af, At, x, mode );
۱۳۷[x_T,flag,relres,CGiter] = LSQR_ALG(RHS,Afcn,x_warmstart);
۱۳۸
۱۳۹else
۱۴۰x_T = A(:,T)\RHS; % more efficient; equivalent to pinv when

underdetermined.
۱۴۱% x_T = pinv( A(:,T) )*RHS;
۱۴۲end
۱۴۳
۱۴۴
۱۴۵if HSS
۱۴۶% HSS variation of CoSaMP
۱۴۷x_new = zeros(N,1);
۱۴۸x_new(T) = x_T;
۱۴۹x = x + x_new; % this is the key extra step in HSS
۱۵۰cutoff = findCutoff( x, k );
۱۵۱x = x.*( abs(x) >= cutoff );
۱۵۲ind_k = find(x);
۱۵۳
۱۵۴if TWO_SOLVES
۱۵۵if LARGESCALE
۱۵۶Afcn = @(x,mode) partialA( N, ind_k, Af, At, x, mode );
۱۵۷[x_T2,flag,relres,CGiter] = LSQR_ALG(b,Afcn,x(ind_k));

% not using "r", just using "b"
۱۵۸else
۱۵۹x_T2 = A(:,ind_k)\b;
۱۶۰end
۱۶۱x( ind_k ) = x_T2;
۱۶۲end
۱۶۳
۱۶۴% update r
۱۶۵r_old = r;
۱۶۶r = b - Af(x);
۱۶۷else
۱۶۸% Standard CoSaMP
۱۶۹% Note: this is implemented *slightly* more efficiently
۱۷۰% that the HSS variation
۱۷۱
۱۷۲% Prune x to keep only "k" entries:
۱۷۳cutoff = findCutoff(x_T, k);
۱۷۴Tk = find( abs(x_T) >= cutoff );
۱۷۵% This is assuming there are no ties. If there are,
۱۷۶% from a practical standpoint , it probably doesn't
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۱۷۷% matter much what you do. So out of laziness , we don't
worry about it.

۱۷۸ind_k = T(Tk);
۱۷۹x = 0*x;
۱۸۰x( ind_k ) = x_T( Tk );
۱۸۱
۱۸۲
۱۸۳if TWO_SOLVES
۱۸۴if LARGESCALE
۱۸۵Afcn = @(x,mode) partialA( N, ind_k, Af, At, x, mode );
۱۸۶[x_T2,flag,relres,CGiter] = LSQR_ALG(b,Afcn,x(ind_k));
۱۸۷else
۱۸۸x_T2 = A(:,ind_k)\b;
۱۸۹end
۱۹۰x( ind_k ) = x_T2;
۱۹۱end
۱۹۲
۱۹۳% Update x and r
۱۹۴r_old = r;
۱۹۵if LARGESCALE
۱۹۶r = b - Af( x );
۱۹۷else
۱۹۸% don't do a full matrix-vector multiply , just use

necessary columns
۱۹۹r = b - A(:,ind_k)*x_T( Tk );
۲۰۰end
۲۰۱end
۲۰۲
۲۰۳
۲۰۴% -- Print some info --
۲۰۵PRINT = ( ~mod( kk, printEvery ) || kk == maxiter );
۲۰۶normR = norm(r);
۲۰۷STOP = false;
۲۰۸if normR < normTol || norm( r - r_old ) < normTol
۲۰۹STOP = true;
۲۱۰PRINT = true;
۲۱۱end
۲۱۲
۲۱۳
۲۱۴if ~isempty(errFcn)
۲۱۵er = errFcn(x);
۲۱۶errHist(kk) = er;
۲۱۷end
۲۱۸if PRINT
۲۱۹fprintf('%4d, %4d, %.2e', kk, length(T), normR);
۲۲۰if ~isempty(errFcn)
۲۲۱fprintf(', %.2e',er);
۲۲۲end
۲۲۳if LARGESCALE
۲۲۴fprintf(', %d, %.2e', CGiter,relres);
۲۲۵end
۲۲۶fprintf('\n');
۲۲۷end
۲۲۸
۲۲۹residHist(kk) = normR;
۲۳۰
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۲۳۱if STOP
۲۳۲disp('Reached stopping criteria');
۲۳۳break;
۲۳۴end
۲۳۵
۲۳۶if kk < maxiter
۲۳۷Ar = At(r); % prepare for next round
۲۳۸end
۲۳۹
۲۴۰end
۲۴۱
۲۴۲end % -- end of main function
۲۴۳
۲۴۴function tau = findCutoff( x, k )
۲۴۵% finds the appropriate cutoff such that after hard-thresholding ,
۲۴۶% "x" will be k-sparse
۲۴۷x = sort( abs(x),'descend');
۲۴۸if k > length(x)
۲۴۹tau = x(end)*.999;
۲۵۰else
۲۵۱tau = x(k);
۲۵۲end
۲۵۳end
۲۵۴
۲۵۵
۲۵۶% for LSQR, PCG, etc.
۲۵۷function z = partialA( N, T, Af, At, x, mode )
۲۵۸% Multiplies A_T(x) or A_T'(x) (the transpose)
۲۵۹% where _T denotes restriction to the set "T"
۲۶۰
۲۶۱switch lower(mode)
۲۶۲case 'notransp'
۲۶۳% zero-pad:
۲۶۴y = zeros(N,1);
۲۶۵y(T) = x;
۲۶۶z = Af(y);
۲۶۷
۲۶۸case 'transp'
۲۶۹y = At(x);
۲۷۰% truncate:
۲۷۱z = y(T);
۲۷۲end
۲۷۳end % -- end of subfuction

۸۵



انگلیسی به فارسی واژه نامه
Atom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتم
Sparse Optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنک سازی بهینه
Convex Optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب سازی بهینه
Atomic Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتمی تجزیه
Sparse Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنک تجزیه
Combinatorial Search . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترکیبیاتی جوی و جست
Full Rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل رتبه
Underdetermind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرومعین
Sparse Coding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنک کدینگ
Convex Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب مجموعه
Dictionary Learning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیکشنری یادگیری

۸۶



فارسی به انگلیسی واژه نامه
Atom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتم
Atomic Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتمی تجزیه
Combinatorial Search . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترکیبیاتی جوی و جست
Convex Optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب سازی بهینه
Convex Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب مجموعه
Dictionary Learning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیکشنری یادگیری
Full Rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل رتبه
Sparse Coding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنک کدینگ
Sparse Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنک تجزیه
Sparse Optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنک سازی بهینه
Underdetermind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرومعین

۸۷



کنید. وارد انگلیسی، به را پایان نامه چکیده و خود مشخصات پایان نامه، عنوان فایل، این در

Hakim Sabzevari University
An Outline of MSc. Thesis

Surname:Bakhshali Name:Mahboube Student No.:9413133093
Supervisor: Dr. Amintoosi
Advisor: Dr.Rafiei
Faculty of Mathematics and
Computer Science

Applied Mathematics Operational Research

Title of thesis: The subspace pursuit method in sparse optimization
Keywords:sparse optimization , Sparse Decomposition, sparse representation, Blind
sourse separation
Abstract: In this paper, We introduce an approach for sparse decomposition, based on
a geometrical interpretation of sparsity. By sparse decomposition we mean finding suf-
ficiently sparse solutions of underdetermined linear systems of equations. The proposed
algorithm is based onminimizing a family of quadratic forms, eachmeasuring the distance
of the solution set of the system to one of the coordinate subspaces (i.e. coordinate axes,
planes, etc.).
Furthermore , we introduce an iterative algorithm for Sparse Component Analysis (SCA).
The algorithm, which called Iterative Detection-Estimation (IDE), is essentially a method
to £nd suf£ciently sparse solutions of underdetermined linear systems of equations. In
the SCA context, this solves the source separation part of the problem. Each iteration of
IDE consists of two steps. In the detection step, starting with a previously known estimate
of the sparse solution vector, we detect which components of the solution are (possibly)
active, i.e., having a considerable value. Then, in the estimation step, we compute the new
estimate by £nding a solution of the system which is the closest to the subspace speci£ed
by the detection step. This is called projection into the activity subspace.



Hakim Sabzevari University
Faculty of Mathematics and Computer Science

A Thesis Submitted in Partial Fulfilment of the Requirement for the
Degree of Master of Science in Applied Mathematics

The subspace pursuit method in sparse
optimization

Supervisor:
Dr. Amintoosi

Advisor:
Dr.Rafiei

By:
Mahboube Bakhshali

September 2018


	فهرست جداول
	فهرست تصاویر
	چکیده
	پیشگفتار
	مقدمه 
	روش های تعیین نمایش تنک سیگنال 
	 روش جستجوی زیر فضا 
	 روش آشکارسازی-تخمین پیاپی 
	فهرست منابع
	
	واژهنامه فارسی به انگلیسی
	واژهنامه انگلیسی به فارسی

