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کامپیوتر علوم و یاضی ر دانشکده

دانش مهندسی و تصمیم علوم رشته در ارشد کارشناسی درجه یافت در برای پایان نامه
گرایش

طیفی افرازبندی برای گرادیان بر مبتنی روشی
گراف

راهنما استادان

زعفرانیه مهدی دکتر و امین طوسی محمود دکتر

پژوهشگر:

نعمتی مهدی

۱۳۹۶ بهمن



۱۱۳-ت فرم تعالی باسمه
ارشد کارشناسی پایان نامه از دفاع صورتجلسه و ارزشیابی فرم

دانشجویی شماره به گرایش دانش مهندسی و تصمیم علوم رشته دانشجوی نعمتی مهدی /خانم آقای پایان نامه از دفاع جلسه
عنوان: با ۹۴۱۳۱۳۷۰۳۹

گراف طیفی افرازبندی برای گرادیان بر مبتنی روشی

نمره و گرفت قرار ارزشیابی مورد داوران هیات توسط و تشکیل کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده در …………… مورخه در
. گردید تعیین آن برای ……… درجه برابر ………

. می شود شناخته مذکور رشته در ارشد کارشناس عنوان به نعمتی مهدی خانم آقای/ تاریخ این از ترتیب به این

  نمره کسب شده  حداکثر نمره  موارد  موارد ارزشیابی
رعایت اصول نگارش انسجام در تنظیم بخشهای مختلف ،کیفیت تصاویر ، جداول و اشکال ،تنظیم فهرست   کیفیت نگارش -١

  ها ، منابع و ماخذ 
٤    

  کیفیت علمی - ٢
بررسی تاریخچه و سابقه تجربی و نظری موضوع انسجام منطقی دربخش های مختلف پایان نامـه ،ابتکـار و 

،استفاده از منابع معتبر و جدید ،کیفیت تجزیه و تحلیل یافتـه هـا و  نوآوری ،اهمیت و ارزش علمی پایان نامه
  نتیجه گیری ،روشن بودن روش کار ،هدف ها و  فرضیه های تحقیق ،جدید بودن روش تحقیق 

  
١٠  
  

  

جلسـه ، رعایـت تسلط بر موضوع و بیان واضح وتفهیم آن ،توانایی در پاسخگویی به سوالات مطرح شـده در   کیفیت ارایه در جلسه دفاع- ٣
  روش ارائه زمان ارایه 

٤    

    ١  مورد)٤گزارش های دوره ای  پیشرفت کار(حداقل   ارزشیابی گزارشات- ٤

  خروجی پایان نامه - ٥

  ابدیر اختصاص می ین نمره به صورت زیمقاله مستخرج از پایان نامه: ا
  نمره ٥/٠نمره تا سقف٢٥/٠) چکیده کنفرانسی هر مورد ١
ترویجی معتبر پذیرفته شده یا چاپ شده هر -) مقاله کامل در مجموع مقالات همایشهای معتبر یا مقاله در مجلات علمی٢  

  نمره١نمره  تا سقف   ٥/٠مورد 
  نمره ١)مقاله پذیرفته شده یا چاپ شده در مجلات علمی پژوهشی معتبر ٣
  نمره ٥/٠/. نمره تا سقف ٢٥)مقاله ارسال شدهبه مجلات علمی پژوهشی معتبرهر مورد ٤ 
  نمره ١) دستگاه ساخته شده دارای گواهی ثبت اختراع یا به سفارش سازمان ها تا سقف ٥
  نمره ٥/٠) دستگاه ساخته شده کاربردی که به تایید رئیس دانشکده رسیده باشد تا سقف ٦

  
١  

  

  

    جمع 

 )غیر قابل قبول ١٤کمتر از  قابل قبول٩٩/١٥تا  ١٤از  خوب ٩٩/١٧تا ١٦از  بسیارخوب  ٩٩/١٨تا ١٨از یعال ٢٠تا ١٩درجه معادل کسب شده: (از 

دوران هیات مشخصات
امضـــــــــــــا کار محل علمی مرتبه سمت خانوادگی نام و نام ردیف

دانشگاه
سبزواری حکیم

استادیار راهنما استاد امین طوسی محمود دکتر ۱

دانشگاه
سبزواری حکیم

استادیار راهنما استاد زعفرانیه مهدی دکتر ۲

دانشگاه
سبزواری حکیم

استادیار داور استاد ثانی علیزاده یاسر دکتر ۳

دانشگاه
سبزواری حکیم

استادیار تکمیلی تحصیلات نماینده دکتر ۴

امضا امضا
دانشکده رئیس گروه مدیر



سبزواری حکیم دانشگاه آموختگان دانش نامه سوگند

نگذرد بر اندیشه برتر کزین خرد و جان خداوند نام به

و مرز این معنوی و مادی سرمایه های و استادان دانش از گیری بهره و خویش کوشش پاک، آفریدگار خواست به که اینک
همواره خویش، دانش کارگیری به در که می کنم یاد سوگند بزرگ خداوند پیشگاه در گردآورده ام، خرد و دانش از توشه ای بوم،
می گواه امین داورانی عنوان به را حاضران دیگر و دانشجویان شاهدان، شما بزرگ، خداوند بردارم. گام ودرست راست راه بر
برای بهتر جایی به جهان تبدیل برای کوششی هیچ از و گیرم بهره دانش مرزهای گسترش برای خود توان و دانش ازهمه که گیرم
تا مکان و زمان هر در را خود همنوعان و باشم داشته نظر در را انسانی کرامت همواره که می بندم پیمان نورزم. دریغ زیستن،
پرهیزگاری، آیین انسانی، رسم و راه با که کاری به خویش دانش کارگیری به در که خورم می سوگند دهم. یاری امکان حد سر
سایه در همچنین نیازم. دست دارد مباینت اسلام، مبین دین ویژه به الهی، بزرگ ادیان از برخاسته اخلاقی اصول و شرافت
فروگذاری میهنانم هم و میهن سرافرازی و آبادانی برای کوششی هیچ از می بندم پیمان اسلامی، و انسانی شمول جهان اصول
تا پیمان این بر سرافراز، ملت و خویش بیدار وجدان برابر در و او پیشگاه در همواره تا طلبم یاری به را بزرگ خداوند و نکنم

بمانم. استوار ابد

نعمتی مهدی خانوادگی: نام و نام
امضا: و تاریخ



نتایج اصالت و صحت تأییدیه ی

تعالی باسمه

مقطع دانش مهندسی و تصمیم علوم رشته دانشجوی ۹۴۱۳۱۳۷۰۳۹ دانشجویی شماره به نعمتی مهدی اینجانب
و دخل هرگونه بدون و اینجانب کار حاصل پایان نامه این نتایج کلیه ی که می نمایم تأیید ارشد کارشناسی تحصیلی
اثبات درصورت کرده ام. ذکر منبع مشخصات کامل ذکر با را دیگران آثار از شده برداری نسخه موارد و است تصرف
و مؤلفان حقوق از حمایت قانون ) حاکم مقررات و ضوابط با مطابق دانشگاه تشخیص به فوق، مندرجات خلاف
( ... انضباطی و پژوهشی آموزشی، مقررات و ضوابط صوتی، آثار و نشریات و کتب تکثیر و ترجمه قانون و مصنفان
و تخلف تعیین و تشخیص و مکتسب حقوق احقاق درخصوص اعتراض هرگونه حق و شد خواهد رفتار اینجانب با
حقوقی و حقیقی از اعم اشخاص به پاسخگویی هرگونه مسؤولیت ضمن، در می نمایم. سلب خویش از را مجازات
این در مسؤولیتی گونه هیچ دانشگاه و بود خواهد اینجانب ی عهده به قضایی) و اداری از (اعم صلاح ذی مراجع و

داشت. نخواهد خصوص

نعمتی مهدی خانوادگی: نام و نام
امضا: و تاریخ



پایان نامه از برداری بهره مجوز

زیر شرح به راهنما استاد توسط که محدودیتی به توجه با و کتابخانه مقررات چهارچوب در پایان نامه این از برداری بهره
است: بلامانع می شود، تعیین

است. بلامانع همگان برای پایان نامه این از برداری بهره □
است. بلامانع راهنما، استاد از مجوز اخذ با پایان نامه این از برداری بهره □

است. ممنوع .................................... تاریخ تا پایان نامه این از برداری بهره □

امین طوسی محمود دکتر
زعفرانیه مهدی دکتر

راهنما: استادان

امضا: و تاریخ



به: تقدیم

مادرم و پدر

آراست. عقل زیور را آدمی خود، کران بی لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
آقای جناب و طوسی امین محمود دکتر آقای جناب خود، راهنمای استادان دریغ بی زحمات از دانم می خود وظیفه آغاز در
نمی انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده های راهنمایی بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه زعفرانیه، مهدی دکتر

رسید.
باشم. داشته را قدردانی کمال کاربران مشکلات به پاسخگویی در پارسی لاتک گروه از دانم می لازم همچنین

مقدس وجود می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر زنم می بوسه پایان، در
بودند. من پشتیبان بهترین که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از می کنم تشکر و را شان

نعمتی مهدی
۱۳۹۶ بهمن



مطالب فهرست

ج جداول فهرست

د تصاویر فهرست

۱ چکیده

۲ پیش گفتار

۳ پیش نیازها و اولیه یف تعار :۱ فصل
۴ خوشه بندی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مسأله از تاریخچه ای ۱ - ۱
۴ خوشه بندی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  کاربرد ۱ - ۱ - ۱
۵ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۲ - ۱
۷ ماتریس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۳ - ۱

۱۲ نُرم .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۴ - ۱
۱۳ نرم .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  انواع ۱ - ۴ - ۱
۱۳ ماتریسی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نرم های ۵ - ۱
۱۴ تکین .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مقدار تجزیه ۶ - ۱
۱۶ پایین .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مرتبه تقریب ۷ - ۱
۱۸ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  لاپلاسین ماتریس  ۸ - ۱
۲۱ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  افراز ۹ - ۱
۲۳ داده ها .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  خوشه بندی برای k-means الگوریتم ۱۰ - ۱

۲۵ گراف طیفی افرازبندی روش های :۲ فصل
۲۵ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  طیفی افرازبندی ۱ - ۲
۲۷ مثال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  ۲ - ۲
۳۱ ویژه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بردار چند با همزمان تایی k برش ۳ - ۲

آ



۳۲ بهینه سازی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  روش های بکارگیری برای طیفی روش فرمول بندی ۴ - ۲
۳۴  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . (۷ - ۲) مسئله با معادل نامقید، بهینه سازی مسئله ۵ - ۲
۳۵ نزولی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  گرادیان روش ۶ - ۲
۳۵ همگرایی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  معیار ۱ - ۶ - ۲
۳۵ مزدوج .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  گرادیان روش ۷ - ۲
۳۷ فلچر-ریویس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  الگوریتم ۱ - ۷ - ۲
۴۲ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  طیفی افرازبندی برای مزدوج گرادیان روش به کارگیری ۸ - ۲
۴۳ گراف .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  طیفی افرازبندی برای مزدوج گرادیان سازی مینیمم روش ۱ - ۸ - ۲
۴۴ بردارویژه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  و مقدارویژه تخمین برای نیستروم روش ۹ - ۲
۴۷ احتمال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  پایه بر افزایشی نمونه گیری روش ۱۰ - ۲
۴۹ افزایشی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  احتمالی نمونه گیری بر مبتنی نیستروم طیفی افرازبندی الگوریتم ۱۱ - ۲

۵۲ پیشنهادی روش های و آزمایشات نتایج :۳ فصل
۵۲ مزدوج .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  گرادیان در ژنتیک الگوریتم از استفاده ۱ - ۳
۵۵ سینه .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  سرطان و آیریس داده های مجموعه روی بر نیستروم روش پیاده سازی ۲ - ۳
۵۶ احتمال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بروزرسانی الگوریتم موازی سازی ۳ - ۳

۵۷ منابع فهرست

۵۹ احتمال بر مبتنی افزایشی نمونه گیری اثبات آ : پیوست

۶۵ نیستروم روش و مزدوج گرادیان روش برنامه های کد ب: پیوست

۷۰ انگلیسی به فارسی واژه نامه

۷۲ فارسی به انگلیسی واژه نامه



جداول فهرست

۵۴ ژنتیک .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  الگوریتم و مزدوج گرادیان الگوریتم اجرا زمان ۳ - ۳
۵۴ ژنتیک .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  و مزدوج گرادیان الگوریتم توسط گراف برشی یال های تعداد ۲ - ۳
۵۴ ژنتیک .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  و مزدوج گرادیان الگوریتم های هدف تابع هزینه ۱ - ۳
۵۶ آیریس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برای نیستروم الگوریتم اجرای زمان ۶ - ۳
۵۶ آیریس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برای نیستروم الگوریتم خطای درصد بهترین ۵ - ۳
۵۶ آیریس .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  برای نیستروم الگوریتم خطای درصد ۴ - ۳
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تکمیلی تحصیلات ی دوره ی پایان نامه ی چکیده فرم
تکمیلی تحصیلات مدیریت

دانشجویی:۹۴۱۳۱۳۷۰۳۹ ش. نام:مهدی دانشجو:نعمتی خانوادگی نام
زعفرانیه مهدی دکتر و امین طوسی محمود دکتر راهنما: استادان

گرایش: دانش مهندسی و تصمیم علوم رشته: کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده
۷۴ صفحات: تعداد ۱۳۹۶ دفاع:بهمن تاریخ ارشد کارشناسی مقطع:

گراف طیفی افرازبندی برای گرادیان بر مبتنی روشی پایان نامه: عنوان
نیستروم روش مزدوج، گرادیان روش ، گراف طیفی واژه ها:افرازبندی کلید

علوم در فراوانی کاربردهای که است ماشین یادگیری و داده کاوی حوزه مهم مسائل جمله از داده ها خوشه بندی چکیده:
گراف افرازبندی شیوه های از استفاده و گراف توسط داده ها وابستگی نمایش خوشه بندی، روش های از یکی دارد. مختلف
در است. نموده معطوف خود به را زیادی توجه که شیوه هاست این مشهورترینِ از یکی گراف طیفی خوشه بندی می باشد.
می شود. استفاده داده ها خوشه بندی برای مقدارویژه کوچکترین دومین با متناظر بردارویژه از گراف طیفی خوشه بندی روش
شیوه ی است. شده بررسی ویژه بردار و مقدارویژه محاسبه برای نیستروم و مزدوج گرادیان تقریبی روش دو تحقیق این در
و می کند حرکت کمینه جواب سمت به و نموده حرکت تصادفی آغازین نقطه یک از که است تکراری روشی مزدوج، گرادیان
دو هر انتها در می آورد. دست به را مجاورت ماتریس از تقریبی داده، مجموعه از نمونه تعدادی از استفاده با نیستروم، روش

است. شده انجام آن ها روی بر بهبودهایی و شده پیاده سازی روش

۱



پیش گفتار

اطلاعات خلاصه سازی دیگر بیانی به یا مفهوم استخراج برای که است بشر ذهنی فعالیت های ابتدایی ترین از یکی بندی خوشه
الگوی تشخیص در که گرفت نظر در نظارت بدون یادگیری در روش مهم ترین عنوان به می توان را خوشه بندی می شود. استفاده
نحوی به خوشه ها به داده ها کردن تقسیم هدف خوشه بندی در دارد. فراوان کاربرد تصویر تقطیع ماشینی، بینایی ، ناظر بدون

باشد. حداقل متفاوت خوشه های در داده ها بین تفاوت و حداکثر خوشه هر داده های بین شباهت که است
همچنین و تصویر پردازش مسئله می توان آن از استفاده با که برد نام را طیفی خوشه بندی می توان خوشه بندی، ازروش های
بیماری تشخیص و بیمارها دسته بندی در می توان آن کاربردهای جمله از داد. انجام را بزرگ داده های مجموعه خوشه بندی
بین فاصله و کمینه خوشه هر رئوس فاصله که است نحوی به گراف رئوس بهینه افراز هدف طیفی، خوشه بندی در برد. نام

گردد. بیشینه خوشه ای

: است فصل ۳ شامل پایان نامه این
شد. خواهند بیان موردنیاز مفاهیم و تعاریف اول فصل در

شد. خواهد پرداخته طیفی خوشه بندی الگوریتم و روش چند بیان به دوم فصل در
شد. خواهد داده نمایش کار نتایج و اعمال داده مجموعه چند روی بر مزدج گرادیان و نیستروم روش های سوم فصل در

۲



۱ فصل

پیش نیازها و اولیه یف تعار

کردن تقسیم هدف خوشه بندی در گرفت. نظر در نظارت بدون یادگیری در روش مهم ترین عنوان به می توان را خوشه بندی
متفاوت خوشه های در داده ها بین تفاوت و حداکثر خوشه هر داده های بین شباهت که است نحوی به خوشه ها به داده ها
یک در که نقاطی یعنی است، مدنظر خوب خوشه بندی یک انجام در معیار یک به عنوان هدف، این درواقع باشد. حداقل

باشند. خوشه ها دیگر از متفاوت و یکدیگر، با مشابه هستند خوشه
دهیم: انجام را خوشه بندی آنها روی داریم قصد که باشد داده ها از مجموعه  ای X کنید فرض

X = {x۱, x۲, ..., xn}

است: دارا را زیر شرط سه که است c۱, c۲, ..., cm مجموعه m به X افزار ، X از تایی m خوشه بندی یک

ci ̸= ∅ i = ۱, ۲, ...,m .۱
∪m

i=۱ ci = X .۲

ci ∩ cj = ∅ , i ̸= j , i, j = ۱, ۲, ...,m .۳

به تنها ویژگی بردار هر و متفاوتند دیگر خوشه های از و شبیه اند دیگر به هم هستند cj خوشه در که بردارهایی علاوه به
باشند. داشته شباهت هم به که می شود گفته داده ها از مجموعه ای به خوشه بنابراین دارد. تعلق خوشه یک

: است زیر شرح به دهد انجام باید خوشه بندی توسعه منظور به متخصص یک که اساسی های گام

یعنی دهند، به دست الگو از درستی توصیف تا شوند انتخاب صحیح به  طور باید ویژگی ها : ۱ ویژگی انتخاب .۱
اصلی هدف که ویژگی هایی میان از را زائد اطلاعات و آوریم به دست فعالیت آن درخصوص بیشتری اطلاعات

کنیم. حذف ماست،
۱Feature selection

۳



دهد. می نشان را ویژگی بردار دو بودن مشابه غیر یا مشابه که است کمیتی اندازه این الگوها: بین ۱ نزدیکی میزان .۲

نگاه یک از و است خوشه ها بودن ۳ معقول میزان تعبیری به هزینه تابع یا خوشه بندی محک : ۲ خوشه بندی محک .۳
ضروری نکته این به اشاره می گیرند. قرار معقول خوشه های در داده ها داده ها، روی آن کردن بهینه با که است تابعی
نگاه از که درحالی بگیرند قرار معقول خوشه هایی در است ممکن محک یک طبق ویژگی d با هایی نمونه است،
برخی یا هدف تابع به وسیله تواند می خوشه بندی محک نباشد. معقول چنان آن دیگر محک یا معیار یک با دیگر

گردد. بیان دیگر قواعد

گام دراین دارد. بستگی می کنیم، انتخاب که محکی و نزدیکی اندازه به خوشه بندی الگوریتم خوشه بندی: الگوریتم .۴
می گردد. ارائه می باشد، روش هزینه تابع بر مبتنی و شود داده ها خوشه بندی به موفق که الگوریتم یک

شود. بررسی است، آمده به دست خوشه بندی الگوریتم یک از که نتایجی درستی و صحت باید : ۴ نتایج اعتبار .۵
به نظر مورد خوشه بندی روش در می دهد نشان که دارد وجود خوشه بندی عملکرد بررسی برای معیارهایی به عبارتی
معیار عنوان به خوشه یکنواختی الگوریتم، اجرای از پس است ممکن مثلا است. شده توجه خوشه بندی جنبه چند

باشد. نگرفته قرار توجه مورد خوشه ها بودن نامتجانس اما رفته به کار

به دست آوردن منظور به تجربی شواهد دیگر با را خوشه بندی نتایج باید متخصص موارد، اکثر در : ۵ نتایج تفسیر .۶
کند. تحلیل و مقایسه درست، نتایج

خوشه بندی مسأله از یخچه ای تار ۱ - ۱
خلاصه سازی دیگر بیانی به یا مفهوم استخراج برای که است بشر ذهنی فعالیت های ابتدایی ترین از یکی ۶ خوشه بندی
شناسی، زمین و جغرافیا جانورشناسی، و شناسی زیست علوم مانند مختلفی علوم در مفهوم این می شود. استفاده اطلاعات
به کار تصویر پردازش و مهندسی سیستم های تجارت، شناسی، آسیب و روانپزشکی علوم شناسی، باستان و شناسی جامعه
یادگیری مانند است کرده پیدا متفاوتی نام های می شود، استفاده درآن که ای زمینه به توجه با خوشه بندی است. شده برده
گراف. نظریه در افراز و اجتماعی علوم در گونه شناسی شناسی، زیست در جانوران رده بندی ، ۷ الگو تشخیص در ناظر بدون

خوشه بندی کاربرد ۱ - ۱ - ۱
الگو، شناسایی اهداف از یکی دارد. فراوان کاربرد ۸ تصویر تقطیع ماشین، بینایی ناظر، بدون الگوی تشخیص در خوشه بندی
اطلاعات گذشته سال های طی است. پزشکی علوم در الگو تشخیص مهم کاربردهای جمله از داده هاست. خوشه بندی

۱Proximity measure ۲Clustering criterion ۳sensible ۴Validation of the results ۵Interpretation

of the results ۶clustering ۷Pattern recognition ۸Image segmentation

۴



است نهفته اطلاعات این درون مهمی الگوهای است. شده ذخیره آن ها درمان نتیجه و نهایی تشخیص و بیماران از بسیاری
در که کرد استخراج داده ها درون از را اطلاعات این می توان خوشه بندی الگوریتم های با است. مانده دور انسان چشم از که

می کند. کمک پزشکان به بیماری ها تشخیص
که روشی دو کرد. محاسبه را مقدارویژه و ویژه بردار مستقیم غیر صورت به می توان طیفی خوشه بندی از استفاده برای

از: عبارتند پرداختیم آن ها بررسی به تحقیق این در

مزدوج گرادیان .۱

نیستروم روش .۲

داده ها از تعدادی انتخاب با نیستروم روش در و می پردازیم بهینه سازی برای هدف تابع یک بیان به مزدوج گرادیان روش در
می کنیم. اکتفا آن ها از مناسبی تقریب به و می کنیم نظر صرف بزرگ ماتریس های ویژه بردارهای محاسبه از نمونه، عنوان به

گراف ۲ - ۱
است. شده استفاده [۱] مرجع از بخش این تعاریف برای

یک در عضو هر پس می شوند، ظاهر یک بار از بیش آن اعضای که است مجموعه ای ۱ چندگانه مجموعه .۱ - ۲ - ۱ یف تعر
دارد. ۲ تکرار نرخ یک چندگانه مجموعه

دوعضوی زیرمجموعه های از مجموعه ا ی E و متناهی مجموعه ای V آن در که G = (V,E) زوج .۲ - ۲ - ۱ یف تعر
گویند. G گراف را است V مجموعه ی

اعضای و یال ها مجموعه ی را E مجموعه ی و گویند G گراف رئوس را آن اعضای و رئوس مجموعه ی را V مجموعه ی
گویند. G گراف یال های را آن

چندگانه Aمجموعه ای و متناهی Vمجموعه ای هرگاه Gگویند ۳ جهت دار گراف Gرا = (V,A)زوج .۳ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. V مجموعه اعضای از مرتب زوج های از

کمان ها مجموعه ی مجموعه یAرا و Gگویند جهت دار گراف رئوس را آن اعضای و رئوس مجموعه ی Vرا مجموعه ی
گویند. G جهت دار گراف کمان های را آن اعضای و

|V | = n داریم: یعنی می کنیم. استفاده گراف رئوس تعداد نمایش برای n نماد از

باشد. شده وصل v به یالی با که است رأسی G گراف در v رأس مجاور رأس .۴ - ۲ - ۱ یف تعر
۱multi-set ۲multiplicity ۳Directed graph

۵



می شود. نامیده (تنها) منفرد رأس یک نکند، عبور یالی هیچ آن از که رأسی .۵ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده حلقه شود، متصل رأس همان به رأس یک از که یالی هر .۶ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده ساده گراف چندگانه، یال های بدون و حلقه بدون جهت، بدون گراف .۷ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده رأس آن درجه رأس، یک به متصل یال های تعداد .۸ - ۲ - ۱ یف تعر

می شود. نامیده مسیر نیست، مجاز تکراری رأس آن، در که رأس ها بین گردش یک .۹ - ۲ - ۱ یف تعر

باشد. متصل یالی آن، رئوس تمامی به رأس هر از اگر می شود نامیده کامل G گراف .۱۰ - ۲ - ۱ یف تعر

G رئوس مجموعه از زیرمجموعه ای H رئوس مجموعه ی اگر گوییم G از زیرگراف یک را H گراف .۱۱ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. G از یالی H از uv یال هر همچنین و باشد

وجود v و u بین جهت بدون مسیر یک ،v و u رأس جفت هر ازای به اگر گوییم ۱ همبند را گراف یک .۱۲ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. داشته

از غیر به G از همبندی گراف زیر و باشد همبند H هرگاه گوییم، G از مؤلفه یک را G از H زیرگراف .۱۳ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. آن زیرگراف H که باشد نداشته وجود H

را آن و گوییم برش یک را S̄ = V − S و S ناتهی زیرمجموعه دو به گراف یک رئوس مجموعه افراز .۱۴ - ۲ - ۱ یف تعر
می دهیم. نمایش [S, S̄] با

باشد. t ∈ S̄ و s ∈ S هرگاه گوییم برش ـ st یک را [S, S̄] برش گراف، از t و s رأس دو برای .۱۵ - ۲ - ۱ یف تعر
است. شده داده نشان برش مفهوم ۱ - ۱ شکل در

S̄ = {v۳, v۵, v۶} و S = {v۱, v۲, v۴} با برش v۱v۶ یک :۱ - ۱ شکل

با متناظر کمان های حذف از حاصل گراف اگر گوییم ساده برش یک را همبند گراف یک از برش یک .۱۶ - ۲ - ۱ یف تعر
باشد. داشته مؤلفه دو دقیقاً برش آن

۱connected

۶



می گوییم. قطری ماتریس را باشد صفر آن اصلی قطر از خارج درایه های تمام که مربعی ماتریس .۱۷ - ۲ - ۱ یف تعر

می دهیم نمایش Wn×n با را G گراف ۱ مجاورت ماتریس ، V (G) = {v۱, v۲, ..., vn} کنید فرض .۱۸ - ۲ - ۱ یف تعر
ازای به جهت بدون گراف های در است بدیهی می کند. متصل vj به را vi که یال هایی تعداد با است برابر آن ام ij درایه که

j و i هر

Wij =


۱ باشد وصل vj به vi اگر

۰ صورت غیراین در
        

است. متقارن جهت، بدون گراف یک مجاورت ماتریس یعنی ،Wij = Wji و
اصلی قطر روی درایه های صورت این در ، ∀i : Wii = ۰ باشیم داشته اگر دیگر عبارت به باشد، حلقه بدون گراف اگر

می باشند. صفر همگی مجاورت، ماتریس
که می باشد یک و صفر درایه های با متقارن ماتریس یک ساده، گراف یك مجاورت ماتریس می شود، مشاهده راحتی به لذا

است. صفر الزاماً آن اصلی قطر درایه های تمام

است قطری ماتریسی ، G جهت بدون گراف D درجه ماتریس .V (G) = {v۱, . . . , n} کنید فرض .۱۹ - ۲ - ۱ یف تعر
است. ام i رأس درجه ، dii اصلی قطر روی عناصر که

یس ماتر ۳ - ۱
اند. شده اقتباس [۲] مرجع از ۱۳ - ۳ - ۱ تعریف تا بخش این قضایای و تعاریف

.[A]ij = [AT ]ji آن در که می شود داده نشان AT با A ماتریس ترانهاده .۱ - ۳ - ۱ یف تعر

یک P−۱AP به طوری که باشد موجود P پذیر وارون  ماتریس اگر گوییم قطری شدنی را A ماتریس .۲ - ۳ - ۱ یف تعر
باشد. قطری ماتریس

.AAT = ATA اگر می شود نامیده نرمال A ∈Mn ماتریس .۳ - ۳ - ۱ یف تعر

و باشد برابر خودش با آن مختلط مزدوج ترانهاده اگر می شود نامیده هرمیتی A ∈ Cn×n ماتریس .۴ - ۳ - ۱ یف تعر
.( است مختلط عدد مزدوج نشان دهنده ∗) می شود داده نشان A = A† نماد با که aij = a∗ji

می شود. داده نشان B = BT نماد با که bij = bji اگر می شود نامیده متقارن B ∈ Mn ماتریس .۵ - ۳ - ۱ یف تعر
باشند. حقیقی اعداد درایه هایش تمام که است هرمیتی ماتریس از خاصی صورت متقارن ماتریس

۱adjacency matrix

۷



بیشترین با متناظر که است آن ستون های با شده) (اسپن شده تولید برداری فضای بعد ، A ماتریس ۱ رتبه .۶ - ۳ - ۱ یف تعر
است. برابر سطرهایش توسط شده تولید فضای بعد با که است. A خطی مستقل ستون های تعداد

باشیم: داشته x ∈ Rn بردار هر ازای به هرگاه می شود نامیده مثبت معین A ∈Mn ماتریس .۷ - ۳ - ۱ یف تعر

xTAx > ۰

باشیم: داشته x ∈ Rn بردار هر ازای به هرگاه می شود نامیده نیمه معین مثبت A ∈Mn ماتریس .۸ - ۳ - ۱ یف تعر

xTAx ≥ ۰

افرازهای از هریک و می شود نامیده A ماتریس کردن بلوکی Am×n ماتریس ستونهای و سطرها افراز .۹ - ۳ - ۱ یف تعر
می شود. نامیده A ماتریس برای ماتریس زیر یا بلاک یک شده ایجاد

خطی مستقل را S = {x۱, ...., xm} ⊆ V مجموعه باشد F میدان روی برداری فضای یک V اگر .۱۰ - ۳ - ۱ یف تعر
اگر می نامیم

λi ∈ R : λ۱x۱ + λ۲x۲ + ...+ λmxm = ۰ ⇒ λ۱ = λ۲ = ... = λm = ۰

اگر می نامیم خطی وابسته را S و

∃ (λ۱, ..., λm) ̸= (۰, ..., ۰) ⇒ λ۱x۱ + λ۲x۲ + ...+ λmxm = ۰

ماتریس λبرای ویژه مقدار با ویژه بردار یک v غیرصفر بردار بگیرید. نظر در Mn×nرا دلخواه ماتریس .۱۱ - ۳ - ۱ یف تعر
است. ویژه مقدار n و ویژه بردار n دارای Mn× n ماتریس هر باشد. برقرار Mv = λv رابطه اگر بود خواهد M

مقدار آن ۲ جبری تکرر را ماتریس مشخصه معادله ریشه به عنوان ویژه مقدار یک تکرار دفعات تعداد .۱۲ - ۳ - ۱ یف تعر
می نامیم. ویژه

می شود: محاسبه زیر به صورت M ماتریس اثر λ۱, λ۲, ..., λn ویژه مقادیر با Mn×n ماتریس برای .۱۳ - ۳ - ۱ یف تعر

trace(M) = λ۱ + λ۲ + ...+ λn

۱rank ۲Algebraic multiplicity

۸



تعریف زیر بصورت y = (y۱, ...., yn)T و x = (x۱, ..., xn)T بردار دو داخلی حاصلضرب .۱۴ - ۳ - ۱ یف تعر
: [۳] می شود

x.y = xT y =
n∑
i=۱

xiyi

می دهند. نمایش نیز < x, y > با را y و x بردار دو داخلی حاصلضرب

v۱, · · · , vm ∈ Rn متعامد: بردارهای .۱۵ - ۳ - ۱ یف تعر

(vi · vj) = ۰∀i ̸= j , ∥vi∥ =
√
vi · vi = ۱

هرگاه: گویند متعامد را V ∈ Rn×n ماتریس .۱۶ - ۳ - ۱ یف تعر

V V T = I

یافت. می توان Rn در متعامد بردار n حداکثر
متعامدند. هم (ستون هایش) سطرهایش آنگاه باشد متعامد ماتریس یک اگر

می دهند. تشکیل Rn برای پایه یک ، متعامد بردار n پایه: .۱۷ - ۳ - ۱ یف تعر

گرام ماتریس G = XTX ماتریس باشد، {x۱, ..., xm} ستونی بردارهای شامل ماتریس X اگر .۱۸ - ۳ - ۱ یف تعر
ماتریس .Gij = xTi xj یعنی {x۱, ..., xm} بردارهای داخلی حاصلضرب با است برابر آن درایه های و می شود نامیده

است. مثبت نیمه معین و متقارن گرام

می نامیم (A,B) زوج تعمیم یافته ویژه مقدار یک را λ باشند. n× n ماتریس دو B و A کنید فرض .۱۹ - ۳ - ۱ یف تعر
و شود می نامیده (A,B) زوج تعمیم یافته ویژه بردار x بردار . Ax = λBx طوریکه به شود یافت x ̸= ۰ بردار هرگاه

: [۴] است زیر بصورت آن مشخصه معادله

(A− λB)x = ۰

که M ماتریس µ و λ ویژه مقادیر با متناظر بردارویژه دو y و x و باشد متقارن ماتریس یک Mn×n اگر .۲۰ - ۳ - ۱ لم
متعامدند. y و x آنگاه، λ ̸= µ

است: برقرار زیر رابطه y و x بردار هر و A حقیقی ماتریس هر برای برهان.

< Ax, y >=< x,AT y >

۹



متمایز ویژه مقادیر با متناظر به ترتیب M ماتریس ویژه بردارهای y و x و است متقارن ماتریس یک M می  کنیم فرض اکنون
داریم: فوق رابطه به توجه با می باشند، u و λ

λ < x, y >=< λx, y >=< Mx, y >=< x,MT y >=< x,My >=< x, uy >= u < x, y >

بنابراین
(λ− u) < x, y >= ۰

داریم: پس λ− u ̸= ۰ چون و

< x, y >= ۰ (x ⊥ y)

متعامدند. متقارن ماتریس یک ویژه بردارهای که می گیریم نتیجه پس

اند. Rn فضای برای یکه متعامد پایه یک ۲۰ - ۳ - ۱ لم ماتریس سطرهای : ۱ یکه متعامد پایه .۲۱ - ۳ - ۱ یف تعر

یا حقیقی مقادیر با هرمیتی n×n ماتریس یک M کنید فرض هرمیتی) ماتریس های برای طیفی (قضیه .۲۲ - ۳ - ۱ قضیه
بر علاوه دارد. v۱, · · · , vn ویژه بردارهای از یکه متعامد پایه یک و حقیقی اند آن λ۱, · · · , λn ویژه مقادیر آنگاه مختلط،

.M =
∑n

i=۱ λiviv
†
i این

متناظر ویژه  بردارهای این حقیقی اند. ویژه مقادیر تمام که می شود داده نشان می شود. آورده قضیه برای جزئی اثبات یک
ادامه در اثباتی صورت، این غیر در است. کامل اثبات که باشند مجزا ویژه مقادیر تمام اگر متعامدند. مجزا ویژه مقادیر با
ترانهاده با ماتریس مزدوج و بدانیم حقیقی را ویژه  های بردار تمام می توانیم باشد، حقیقی ماتریس اگر می آوریم. آن برای
ساختار یک دقیقا زیرا می دهیم، ارائه را کلی تری اثبات اما می کنیم، کار حقیقی ماتریس های با فقط ما اگرچه است، ارز هم

دارند: مشابه

vT (Mv) پس= .Mv = λvT بنابراین باشد، آن با متناظر بردارویژه v Mو ویژه مقدار λیک که می کنیم فرض برهان.
طرفی از . λvT v

v†(Mv) = (v†M)v = (v†M †)v = (Mv)†v = (λv)†v = λ∗v†v

حقیقی λ می گیریم نتیجه که λ∗ = λ بنابراین λv = λ∗v که دادیم نشان . M = M † است هرمیتی ماتریس M چون ،
است). نشده گرفته نظر در ویژه بردار یک عنوان به صفر (بردار است.

۱orthonormal basis (ONB)

۱۰



.v†۱ (Mv۲) = v†۱λ۲v۲ = λ۲v
†
۱v۲ بنابراین λ۲اند. λ۱و مجزا ویژه مقادیر با متناظر ویژه v۲بردارهای v۱و می کنیم فرض

داریم: M = M † از استفاده با دیگر طرف از

(v†۱M)v۲ = (v†۱M
†)v۲ = ((Mv۱)†)v۲ = (λ۱v۱)†v۲ = λ∗

۱v
†
۱v۲.

حقیقی اند ویژه بردارهای تمام که آنجایی از اما .(λ۲ − λ∗۱ )v
†
۱v۲ = ۰ می دهد نتیجه که ، λ۲v

†
۱v۲ = λ∗۱v

†
۱v۲ پس،

یکدیگر با v۲ و v۱ که معنی این به v†۱v۲ = ۰ به می رسیم است مجزا λ۲ از λ۱ فرض طبق چون و λ∗۱ = λ۱ پس
v۱, · · · , vn ویژه  بردارهای پس هستند، مجزا λ۱, · · · , λ۲ ویژه مقادیر n تمام که می کنیم فرض سرانجام، متعامدند.
دادن دست از بدون می دهند. تشکیل Rn برای پایه یک پس خطی اند. مستقل می دهد نتیجه که متعامدند متقابلا متناظرشان
بدست یکه متعامد پایه یک نتیجه در که دارند واحد نرم ویژه) تمامشان(بردارهای که کنیم فرض است ممکن مسئله، کلیت

می آوریم.
Mv =

∑n
i=۱ λiviv†v تساوی v ∈ Rn تمام برای که می دهیم نشان می کنیم. اثبات را قضیه دوم قسمت حال

درنظر با می شود. حفظ Rn از پایه هایی در ها v تمام برای تساوی این دهیم نشان که می کند کفایت وضوح، به است. برقرار
که این به نظر ، Mvj = λjvj داریم گفتیم، ویژه بردارهای برای بالا در که مطالبی گرفتن

n∑
i=۱

λiviv
†
i vj =

n∑
i=۱

λivi(v
†
i vj) = λjvj(v

†
jvj) = λjvj .

متقابلا i = ۱, · · · , n ، vi بردارهای که آنجایی از که، کردیم استفاده حقیقت این از بالا دوم تساوی آوردن بدست برای
می آید. بدست v†jvj = ∥vj∥۲ = ۱ از تساوی آخرین . i ̸= j که هرجا v†i vj = ۰ متعامدند،

آنگاه: باشند. M ∈ Rn×n ماتریس ویژه مقادیر نشان دهنده λ۱ ≤ λ۲ ≤ . . . ≤ λn کنیم فرض .۲۳ - ۳ - ۱ قضیه

λ۱ = min
x∈Rn\{۰}

xTMx

xTx
, λn = max

x∈Rn\{۰}
xTMx

xTx
,

ارز هم M ویژه بردارهای از یکه متعامد پایه یک v۱, · · · , vn اگر این، بر علاوه است. Rn در صفر بردار دهنده نشان ۰ که
باشند،آنگاه λ۱ · · ·λn مقادیرویژه با

λk+۱ = min
x⊥v۱,...,vk

xTMx

xTx
,

همین به (و است متعامد اول ویژه بردارهای k تمام با که است شده گرفته صفر غیر بردارهای از متجاوز مینیمم مثال، عنوان به
آنها). توسط شده تولید زیرفضای k با ترتیب

قضیه، آخر قسمت مشابه می شود. شناخته ۲ ریلی-ریتز تقسیم یا ۱ رایلی قسمت خارج عنوان به xTMx/xTx تقسیم
۱Rayleigh quotient ۲Rayleigh–Ritz

۱۱



مقادیر بزرگترین n− k با متناظر ویژه بردارهای شده تولید فضای روی رایلی قسمت خارج ماکسیمم عنوان به می تواند λk

آید. بدست ویژه

از می تواند x ∈ Rn هر می دهند، تشکیل یکه متعامد پایه یک v۱, . . . , vn ،M ویژه بردارهای که آنجایی از برهان.
M طیفی تجزیه از استفاده با نتیجه در ai = xT vi این بر علاوه .x =

∑n
i=۱ aivi آید، بدست آن ها خطی حاصلضرب

داریم: ۲۲ - ۳ - ۱ قضیه از

xTMx =
n∑
i=۱

xTλiviv
T
i x =

n∑
i=۱

λia
۲
i ,

که: آنجایی از
xTx =

n∑
i,j=۱

aiajv
T
i vj =

n∑
i=۱

a۲
i .

علاوه . xTMx ≥ λ۱xTx به می رسیم x ∈ Rn هر برای بالا تساوی ادامه با پس ،∑n
i=۱ λia

۲
i ≥

∑n
i=۱ λ۱a۲

i اما
می شود. حفظ x = v۱ بر تساوی براین،

برای که آنجایی از و ،∑n
i=۱ λia

۲
i ≤

∑n
i=۱ λna

۲
i اینکه مشاهده با می شود. اثبات مشابه طور به قضیه دوم حکم
.x = vn برای تساوی با .xTMx ≥ λ۱xTx داریم x ∈ Rn تمام

ضرایب آنگاه باشند، متعامد v۱, · · · , nبردارهای xبا ∈ Rn اگر اینکه دانستن با است، مشابه دقیقا آخر قسمت اثبات
که آنجایی از می شوند. صفر با برابر تمامشان a۱, · · · , ak

n∑
i=۱

λia
۲
i =

n∑
i=k+۱

λia
۲
i ≥

n∑
i=k+۱

λk+۱a۲
i .

است. یکسان اثبات باقی

نُرم ۴ - ۱
کند صدق زیر خاصیت سه در اگر نامیم نُرم را V برداری فضای روی بر شده تعریف ∥.∥ حقیقی تابع .۱ - ۴ - ۱ یف تعر

: [۵]

x = ۰ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ ،x ∈ V هر ازای به .۱

∥αx∥ = |α|.∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ V هر ازای به .۲

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ مثلثی) (نابرابری x, y ∈ V هر ازای به .۳

۱۲



برداری فضای نرم، تعریف دامنه که آنجایی از می نامیم. نرم دار برداری فضای یک را ∥.∥ نرم به مجهز V برداری فضای
ورودی شود. تعریف تابع، یا ماتریس، بردار، برای است ممکن نرم باشند، چه برداری فضای اعضای اینکه به بسته است،
می باشد. مثبت حقیقی اعداد مجموعه نرم، هر برد پس است مثبتی حقیقی عدد آن خروجی و برداری فضای نرم،عضوهای
، |r| مطلق، قدر مفهوم برداری فضای یک روی بر نرم یک کنیم. فکر x بردار اندازه یا طول عنوان به ∥x∥ مورد در می توانیم

می دهد. تعمیم را مختلط عدد برای اندازه یا حقیقی عدد یک برای

نرم انواع ۱ - ۴ - ۱
: [۵] می شود تعریف زیر صورت به که است l۲ اقلیدسی نرم Rn در نرم ها معروف ترین

∥x∥۲ =

(
n∑
i=۱

x۲
i

) ۱
۲

می باشد. طول ذاتی مفهوم با متناظر که است نرمی این .x = (x۱, x۲, . . . , xn)T آن در که
می شود: تعریف زیر صورت به که است l∞ بی نهایت نرم نرم، دیگر نوع

∥x∥∞ = max |xi|

می شود: نامیده l۱ نرم ،Rn در مهم نرم سومین

∥x∥۱ =
n∑
i=۱
|xi|

داریم: کلی حالت در

∥x∥p =

(
n∑
i=۱

xpi

) ۱
p

یسی ماتر نرم های ۵ - ۱
(۱) شرایط همان آنها، شرایط که داریم سروکار ماتریسی نرم های با ما چه اگر می پردازیم. ماتریس ها برای نرم تعریف به حال
نرم یک اگر و باشد داشته برداری نرم یک با داری معنی رابطه که می دهیم ترجیح را ماتریسی نرم معمولاً اما می باشند، (۳) تا
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صورت به (طبیعی) تبعی ماتریسی نرم باشد شده مشخص برداری∥.∥

∥A∥ = sup{∥Au∥ : u ∈ Rn, ∥u∥ = ۱} (۱ - ۱)

است n× n ماتریس یک A اینجا در می شود. نامیده نیز مفروض برداری نرم به وابسته ماتریسی نرم این می گردد. تعریف
. [۶]

n × n ماتریس های همه خطی فضای روی بر نرم یک (۱ - ۱) رابطه آنگاه باشد، Rn در نرمی ∥.∥ اگر .۱ - ۵ - ۱ قضیه
می کند. تعریف

کنید. مراجعه [۶] مرجع به اثبات برای
صورت به ∥ · ∥∞ بردار نرم اگر

∥x∥∞ = max |xi|

می شود: تعریف زیر صورت به آن طبیعی ماتریسی نرم آنگاه شود، تعریف

∥A∥∞ = max

n∑
j=۱
|aij | , ۱ ≤ i ≤ n

می شود: تعریف زیر صورت به که است طیفی نرم نام به l۲ ماتریسی نرم دیگر، مهم ماتریسی نرم

∥A∥۲ = sup ∥Ax∥۲ = max |σi|

است. اقلیدسی نرم طبیعی، برداری نرم اینجا در می باشند. A تکین مقادیر ها σi آن در که
می شود: تعریف زیر صورت به هم ماتریسی فربنیوس نرم

∥A∥F =

 m∑
i=۱

n∑
j=۱
|aij |۲

۱/۲

تکین مقدار تجزیه ۶ - ۱
گاه هر گویند قطری شبه را A ∈ Rm×n ماتریس .۱ - ۶ - ۱ یف تعر

ai,j = ۰ اگر i ̸= j
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می شود تعریف باشد. m× n حقیقی ماتریس یک A کنید فرض .۲ - ۶ - ۱ یف تعر

B = ATA

داریم x ̸= ۰ و x ∈ R هر برای زیرا است، مثبت معین نیمه و n مرتبه مربعی B ماتریس

xTBx = xTATAx = (Ax)T (Ax) = ∥Ax∥۲ ≥ ۰

می شود تعریف حال باشند، λ۱ ≥ λ۲ ≥ · · · ≥ λn ≥ ۰ ،B ویژه مقادیر کنید فرض نامنفی اند. B ویژه مقادیر پس
که است واضح می شوند. نامیده A ۱ تکین مقادیر ها σi =

√
λi و i = ۱, ۲, . . . , n

σ۱ ≥ σ۲ ≥ · · · ≥ σn ≥ ۰

طوری به می شود تبدیل V ، Σ ،U ماتریس سه حاصلضرب به ، A ∈ Rm×n ماتریس یک ۲ تکین مقدار تجزیه در
که

A = UΣV T = [u۱, u۲, · · · , um]


D

... O۱

. . . . . . . . .

O۲
... O۳

 [v۱, v۲, · · · , vn]T

شبه ماتریس یک Σ ماتریس و می باشند n × n و m ×m ابعاد با ترتیب به و متعامد یکا ماتریس های V و U آن در که
آن قطر روی عناصر که است قطری ماتریس یک D و می باشند صفر ماتریس های O۳ و O۲ ، O۱ است. m × n قطری
مقادیر جذر ها σi زیرا ،Dii = σi داریم و هستند Dنامنفی قطر روی عناصر این بر علاوه ماتریسAهستند. تکین مقادیر
اصلی قطر روی نزولی ترتیب به مقادیر این همچنین بگیرند. منفی مقدار نمی توانند و هستند AAT یا و ATA ماتریس ویژه

: [۵] داریم و شده اند مرتب D ماتریس

σ۱ ≥ σ۲ ≥ σ ≥ · · · ≥ σp ≥ ۰

.p = min(m,n) که
۱Singular value ۲Singular-value decomposition
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پایین مرتبه یب تقر ۷ - ۱
rank(Â) = r که به گونه ای است Â ∈ Rm×n ماتریس با برابر A ∈ Rm×n شده داده ماتریس ۱ پایین مرتبه تقریب
تعریف . [۷] می دهد نتیجه مسئله این برای را تقریب بهترین تکین مقدار تجزیه از استفاده باشد. r ≤ min(m,n) و

است: زیر صورت به مسئله ریاضی

minimize over Â ∥A− Â∥F subject to rank(Â) ≤ r (۲ - ۱)

کنید فرض

A = UΣV T ∈ Rm×n, m ≤ n (۳ - ۱)

باشند: شده افرازبندی زیر صورت به V و Σ =: diag(σ۱, . . . , σm) ،U و باشد A ماتریس تکین مقدار تجزیه

U =:

[
U۱ U۲

]
, Σ =:

 Σ۱ ۰
۰ Σ۲

 , V =:

[
V۱ V۲

]

می آید: دست به زیر ضرب از r رتبه- ماتریس آنگاه باشند. n× r ، V۱ و m× r ، U۱ باشد، r × r ، Σ۱ که جایی

Â = U۱Σ۱V T
۱

که گونه ای به

∥A− Â∥F = min
rank(Â)≤r

∥A− Â∥F =
√

σ۲
r+۱ + . . .+ σ۲

m (۴ - ۱)

.σr+۱ ̸= σr اگر تنها و اگر یکتاست Â

بگیرید. نظر در را زیر A ∈ R۴×۳ ماتریس .۱ - ۷ - ۱ مثال

A =



۹ ۶ ۶
۳ ۵ ۵
۲ ۴ ۹
۳ ۸ ۳


۱Low-rank approximation
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است: زیر صورت به ماتریس این تکین مقدار تجزیه است. ۳ با برابر ماتریس این رتبه

A = UΣV T

U =



−۰٫۶۳۵۵ ۰٫۴۴۵۰ ۰٫۶۱۸۳ ۰٫۱۲۵۷
−۰٫۴۰۹۷ −۰٫۰۹۹۹ −۰٫۱۶۸۱ −۰٫۸۹۱۰
−۰٫۴۸۳۵ −۰٫۸۱۸۷ ۰٫۰۲۹۷ ۰٫۳۰۸۴
−۰٫۴۴۱۱ ۰٫۳۴۸۹ −۰٫۷۶۷۲ ۰٫۳۰۸۴



Σ =



۱۸٫۶۱۸۹ ۰ ۰
۰ ۵٫۴۵۶۹ ۰
۰ ۰ ۴٫۳۰۷۹
۰ ۰ ۰



V =


−۰٫۴۹۶۲ ۰٫۵۷۰۸ ۰٫۶۵۴۲
−۰٫۶۰۸۲ ۰٫۳۰۹۲ −۰٫۷۳۱۱
−۰٫۶۱۹۶ −۰٫۷۶۰۷ ۰٫۱۹۳۸


وضوح به و دارد ۴ رتبه که می شود A ماتریس با برابر UΣV T حاصل ضرب

∥A−A∥F = ۰

۲ رتبه که می شود حاصل زیر Â ماتریس تکین، مقدار دو از استفاده و Σ ماتریس در تکین مقدار سومین دادن قرار صفر با
دارد.

Â = U



۱۸٫۶۱۸۹ ۰ ۰
۰ ۵٫۴۵۶۹ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


V T =



۷٫۲۵۷۵ ۷٫۹۴۷۳ ۵٫۴۸۳۹
۳٫۴۷۳۷ ۴٫۴۷۰۶ ۵٫۱۴۰۳
۱٫۹۱۶۴ ۴٫۰۹۳۴ ۸٫۹۷۵۲
۵٫۱۶۲۱ ۵٫۵۸۳۸ ۳٫۶۴۰۳


و

∥A− Â∥F = ۴٫۳۰۷۹

کافیست رتبه۱ ماتریس های برای کمینه مقدار آوردن دست به برای است. کمینه مقدار این ۲ رتبه ماتریس های تمام ازای به که
کنیم. استفاده Σ در اول تکین مقدار از تنها
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گراف لاپلاسین یس  ماتر ۸ - ۱
پایه بر عموما طیفی خوشه بندی الگوریتم های .[۸] است گراف لاپلاسین ماتریس  طیفی، خوشه بندی ابزار اصلی ترین
داده ها ساختار در موجود دانش تحلیل برای آنها ویژه مقادیر و بردارها از استفاده و ویژه تجزیه و ماتریس ها این از استفاده

می پردازد. موضوع این به که است عنوانی [۹] گراف طیفی تئوری می باشند.

ماتریس D و مجاورت ماتریس W و دارد رأس n که باشد ساده گراف یک G = (V,E) کنید فرض .۱ - ۸ - ۱ یف تعر
تعریف زیر به صورت و است متقارن n × n ماتریس یک G گراف با متناظر L(G) لاپلاسین ماتریس باشد، گراف درجه

می شود:

L = D −W (۵ - ۱)

می باشند: زیر بصورت آن درایه های مقادیر و

Lij(G) =



di if i = j

−۱ if i ̸= j (vi, vj) ∈ E ∀ i, j = ۱, ..., n

۰ if i ̸= j (vi, vj) ̸∈ E ∀ i, j = ۱, ..., n

باشد. گراف ام i راس درجه di که

:[۱۰] از عبارتند لاپلاسین ماتریس ویژگیهای .۲ - ۸ - ۱ قضیه

داریم: f = [f۱, f۲, . . . , fn]T ∈ Rn بردار هر برای .۱

fTLf =
۱
۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wij(fi − fj)
۲

است. نیمه معین مثبت و متقارن ماتریس L .۲

. j⃗ ویژه بردار با است متناظر و صفر با است برابر L ماتریس ویژه مقدار کوچکترین .۳

داریم: ،L تعریف به توجه با .۱ برهان.
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fTLf = fTDf − fTWf

=

n∑
i=۱

dif
۲
i −

n∑
i=۱

n∑
j=۱

fifjWij

=
۱
۲(

n∑
i=۱

dif
۲
i − ۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

fifjWij +

n∑
j=۱

djf
۲
j )

=
۱
۲(

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,jf
۲
i − ۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

fifjWij +

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,jf
۲
j )

=
۱
۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,j(fi − fj)
۲

یک بودن نیمه معین مثبت برای می شود. نتیجه D و W ماتریس های بودن متقارن از مستقیما ، L ماتریس بودن متقارن .۲
بودن نامنفی و (۱) قسمت اثبات به توجه با باشد. برقرار f ∈ Rn دلخواه بردار هر برای fTLf ≥ ۰ شرط باید ماتریس

است. برقرار L ماتریس برای شرط این به وضوح ها، Wij

∀f ∈ Rn : fTLf ≥ ۰ که است واضح L ماتریس بودن مثبت معین نیمه به توجه با .۳
داریم: باشد، L ماتریس برای λ مقدارویژه با ویژه بردار یک x کنیم اگرفرض

Lx = λx =⇒ xTLx = λxTx

بردار با متناظر ویژه مقدار یک λ = ۰ و λ ≥ ۰ که می گیریم نتیجه xTx > ۰ و xTLx ≥ ۰ اینکه به  باتوجه بنابراین
زیرا است j⃗ = [۱, ۱, ..., ۱]T ویژه

Lj⃗ = (D −W )⃗j = Dj⃗ −Wj⃗ = D −D = ۰

می باشد. j⃗ بردار آن، با متناظر ویژه بردار و است صفر همیشه لاپلاسین، ماتریس ویژه مقدار کوچکترین بنابراین

تعداد آوردن به دست دارد، طیفی خوشه بندی در آن ویژه مقادیر و بردارها و لاپلاسین ماتریس که مهمی ویژگیهای از یکی
می کند. مطرح را ویژگی این زیر قضیه می باشد. L طیف از استفاده با گراف همبند مولفه های

برابر G گراف همبند اجزاء تعداد آنگاه باشد، نامنفی اوزان با جهت بدون وزن  دار گراف یک G کنید فرض .۳ - ۸ - ۱ قضیه
است. G گراف لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار جبری تکرر با

همبند گراف حالت این در است k = ۱ می کنیم فرض ابتدا می دهیم. نمایش k با را G گراف همبند اجزاء تعداد برهان.
قضیه اول بخش به توجه با باشد. لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار یک f کنید فرض همچنین است.
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۱

۲

۳

۴

۵

رأس ۵ با گراف :۲ - ۱ شکل

نوشت: می توان ۵ - ۱ رابطه و ۲ - ۸ - ۱

۰ = fTLf =
n∑
i=۱

n∑
j=۱

Wi,j(fi − fj)
۲

Wij(fi − جمله های تمام که باشد صفر می تواند زمانی فوق مجموع هستند، نامنفی Wij وزن های اینکه به توجه با
دیگر به عبارت باشند. برابر ،fj و fi باید آنگاه ،(Wij > ۰) باشند متصل vj و vi راس دو اگر بنابراین، باشند. صفر fj)

۲

تشکیل متصل جزء یک از تنها که گرافی در بنابراین باشد. ثابت متصلند، به هم مسیری طریق از که رئوسی تمام برای باید f
بود. خواهد متصل جزء این شاخص بردار که داشت خواهیم را صفر ویژه مقدار با متناظر j⃗ ویژه بردار فقط است، شده

رئوس که کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون باشد. شده تشکیل همبند جزء k ≤ n از گراف کنید فرض حال
می باشند. قطری بلاک L و W ماتریس حالت این در دارند. قرار شده مرتب همبند اجزاء درون ترتیب به گراف

L =


L۱ O

. . .
O Lk


برای می باشد. همبند جزء امین i زیرگراف با مرتبط که است گراف لاپلاسین ماتریس یک خود Li بلاکهای از یک هر
با مرتبط که قسمتی در که Li بلاک های ویژه بردارهای اجتماع از گراف طیف اینجا، در L مانند بلاک-قطری ماتریس های
جزء یک با مرتبط لاپلاسین یک خود Li هر اینکه به توجه با می آید. به دست باشد، شده داده قرار صفر است دیگری بلاک
آن با متناظر ویژه بردار و داشت خواهد را صفر ویژه مقدار یک Li هر اثبات، اول بخش به توجه با و است گراف در همبند

بود. خواهد j⃗ بردار
است. G گراف همبندی مولفه های تعداد برابر L(G) لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار تعداد بنابراین

همانطور است. شده محاسبه (L)لاپلاسین و ،(D) درجه ،(W شباهت( ماتریسهای ۲ - ۱ شکل گراف برای .۴ - ۸ - ۱ مثال
است. متقارن لاپلاسین ماتریس می شود، ملاحظه که
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W =



۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰


, D =



۴ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۳ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۴ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۴ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۳


, L =



۴ −۱ −۱ −۱ −۱
−۱ ۳ −۱ −۱ ۰
−۱ −۱ ۴ −۱ −۱
−۱ −۱ −۱ ۴ −۱
−۱ ۰ −۱ −۱ ۳


با: است برابر آن ویژه مقادیر ، قبل مثال گراف L ماتریس ویژه تجزیه با .۵ - ۸ - ۱ مثال

λ = {۰, ۳, ۵, ۵, ۵}

شد بیان ۳ - ۸ - ۱ قضیه در که همانطور بنابراین است همبند نیز مربوطه وگراف است صفر ویژه مقدار یک دارای L ماتریس
گراف. لاپلاسین ماتریس صفر ویژه مقدار تکرر با است برابر گراف همبند اجزاء تعداد

گراف افراز ۹ - ۱
گراف . [۱۱] شود مجزا زیرگراف k ایجاد باعث که است به نحوی گراف یال های حذف گراف، تایی k افراز مسئله هدف
متصل کننده E در e = (i, j) یال و گراف رأس یک نماینده V در vi رأس گیریم، می نظر در را G̃ = (V,E,WV ,WE)

هستند. یال هر و رأس هر برای نامنفی وزنهای نشان دهنده به ترتیب که هستند مجموعه هایی WE و WV و j و i رأس دو
می دهد. نشان را eij یال وزن WEe(i,j)

و i رأس وزن WV vi این صورت در
که طوری است V۱, V۲, ..., Vn مجزا مجموعه n از اجتماعی به V کردن تقسیم معنی به G افراز

V = V۱ ∪ V۲ ∪ ... ∪ Vn (۶ - ۱)

: [۱۱] باشند برقرار باید زیر شرایط بهینه افراز برای
باشند. برابر تقریبا باید Vi هر در رأس  ها WV وزن های ۱.مجموع

باشد. مینیمم باید متفاوت Vj و Vi در رأس ها اتصال دهنده یال های از WEوزن های ۲.مجموع
می گیریم. نظر در یک را یال هر و رأس هر وزن ادامه در

به متعلق {۱،۶،۷،۱۱،۱۲،۱۳،۱۶،۱۷،۱۸،۱۹} رأس های می دهد. نشان را شده افراز  گراف یک ۳ - ۱ شکل .۱ - ۹ - ۱ مثال
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۱ ۲ ۳ ۴ ۵

۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰

۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵

۱۶ ۱۷ ۱۸ ۱۹ ۲۰

شده افراز گراف یک :۳ - ۱ شکل

مشخص نقطه چین به صورت که یالهایی و V۲ زیرگراف به متعلق {۲،۳،۴،۵،۸،۹،۱۰،۱۴،۱۵،۲۰} رأس های و V۱ زیرگراف
برش اندازه و یکسان اند اندازه دارای به دست آمده خوشه دو هر می کنید مشاهده که همانطور هستند. برش یال های شده اند

است. هفت V۲ و V۱ خوشه های یالی

اگر گوییم مزدوج A مثبت معین و متقارن ماتریس به نسبت را v و u صفر غیر بردارهای .۲ - ۹ - ۱ یف تعر

uTAv = ۰

است. داخلی ضرب یک بالا معادله چپ سمت است، مثبت معین و متقارن A که آنجایی از

⟨u, v⟩A := ⟨Au, v⟩ =
⟨
u,AT v

⟩
= ⟨u,Av⟩ = uTAv.

v با u اگر است، متقارن خاصیت یک بودن مزدوج باشند. متعامد داخلی ضرب به نسبت اگر وتنها اگر مزدوج اند بردار دو
P آنگاه، باشد مزدوج متقابلا بردار n از مجموعه ای P = {p۱, . . . , pn} اگر است. مزدوج u با نیز v آنگاه، باشد مزدوج

می دهد. تشکیل Rn برای پایه یک

ویژه مقدار با متناظر باید v و u پس نیستند. متعامد اما مزدوجند باشند صفر ویژه مقدار با متناظر بردار دو v و u اگر
باشد. صفر غیر
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داده ها خوشه بندی برای k-means یتم الگور ۱۰ - ۱
را آسان راه حلی و می کند حل را خوشه بندی مسئله که است ناظر بدون یادگیری الگوریتم های ساده ترین از یکی k-means

تعریف اصلی ایده می دهد. ارائه خوشه) k مثال طور به ) خوشه ها از مشخصی تعداد به داده مجموعه یک کلاس بندی برای
به باید مراکز این دارند خوشه بندی در متفاوتی نتایج مراکز، مختلف مکان های که این دلیل به است. خوشه هر برای مرکز k
داشته قرار یکدیگر از دور ممکن جای تا که کرد انتخاب گونه ای به را آن ها می توان شوند. اولیه مکان دهی هوشیارانه ای شیوه
اختصاص دهی با دهیم. اختصاص مرکز نزدیک ترین به را داده مجموعه به متعلق نقطه هر که است این بعدی گام باشند.
خوشه های برای جدید مرکز k باید بعدی مرحله در می شود. انجام اولیه گروه بندی و تکمیل اول مرحله مراکز، به نقاط تمام
نزدیک ترین و داده مجموعه نقاط بین جدید اتصال یک باید جدید مرکز k این محاسبه از پس شوند. محاسبه مجدداً قبلی گام
زمانی تا دهند می تغییر را خود مکان گام به گام مرکز k حلقه، این نتیجه در می شود. ایجاد حلقه یک شود. انجام جدید مرکز

. [۱۳] نکنند حرکت دیگر مراکز دیگر، عبارت به نشود. انجام تغییری که
صورت به هدف تابع است. خطا مربع تابع مورد این در که می کند کمینه را هدف تابع یک الگوریتم این نهایت، در

J =

k∑
j=۱

n∑
i=۱

∥∥∥x(j)i − cj

∥∥∥۲

که است cj خوشه مرکز و x(j)i داده بین شده انتخاب فاصله اندازه گیری مقیاس
∥∥∥x(j)i − cj

∥∥∥۲ آن در که می شود تعریف
است. مربوطه خوشه های مرکز از داده n فاصله برای شاخصی

سراسری کمینه که را مطلوب پیکربندی لزوماً k-means الگوریتم اما ، [۱۴] شد خواهد متوقف همیشه روش این چه اگر
حساس شده اند انتخاب تصادفی صورت به که خوشه ها اولیه مراکز به الگوریتم همچنین نمی کند. پیدا است، هدف تابع

یابد. کاهش اثر این تا کرد اجرا بار چندین را الگوریتم توان می است.
نقطه n که کنید فرض می گیرد. قرار استفاده مورد مسائل از بسیاری برای که است ساده الگوریتم یک k-means

mi کنید فرض می شوند. تقسیم خوشه k < n به که می دانیم و هستند کلاس یک عضو همگی که داریم x۱, x۲, . . . , xn

کنیم استفاده فاصله کمترین طبقه بند از می توانیم باشند، شده تفکیک خوبی به خوشه ها اگر باشد. i خوشه نقاط میانگین
باشد. دیگر فواصل k تمام از کمتر ∥x −mi∥ اگر است i خوشه در جدید x که گفت می توان یعنی کنیم. جدا را آن ها تا

آورد. دست به ۱ - ۱ الگوریتم از را میانگین k می توان

نقاط این می خواهیم بگیرید. نظر در است شده داده نمایش ۱ - ۴(آ) شکل در که طور همان را داده نقطه n .۱ - ۱۰ - ۱ مثال
شکل در می کنیم. انتخاب تصادفی صورت به خوشه ها مراکز عنوان به را نقاط از نقطه سه ابتدا کنیم. تقسیم خوشه سه به را
می کنیم محاسبه مراکز این با را دیگر نقاط تمام فاصله درآمده اند. نمایش به سبز و آبی قرمز، رنگ های به نقاط این ۱ - ۴(آ)
شکل در اولیه مراکز این از حاصل خوشه بندی می دهیم. اختصاص دارد را آن از فاصله کمترین که مرکزی به را نقطه هر و
بعد، مرحله در شده اند. رنگ آمیزی یافته اند، اختصاص آن به که خوشه ای رنگ به نقاط و است شده داده نمایش ۱ - ۴(ب)
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میانگین k یافتن برای k-means الگوریتم ۱ - ۱ یتم الگور
Require: n sample data points x1, x2, . . . , xn

Ensure: k means.
1: Make initial guesses for the means m1,m2, . . . ,mk

2: Until there are no changes in any mean
3: Use the estimated means to classify the samples into clusters
4: for i = 1 to k do
5: Replace mi with the mean of all of the samples for cluster i
6: end for
7: end Until

۱ - ۴(ج) شکل در می دهیم. انتقال میانگین ها این به را خوشه ها مراکز و می کنیم محاسبه را خوشه ها از کدام هر میانگین
تغییری دیگر مراکز نهایت در تا می کنیم تکرار جدید مراکز این برای را قبلی مراحل است. شده داده نشان فلش با انتقال این

می دهد. نشان نقاط این برای را نهایی خوشه بندی ۱ - ۴(د) شکل نکنند.

میانگین های توسط شده تولید خوشه k (ب)
اولیه

اولیه تصادفی میانگین k (آ)

k-means الگوریتم نهایی خوشه بندی (د) جدید میانگین های به خوشه ها مراکز تغییر (ج)

داده ها خوشه بندی برای k-means روش مراحل :۴ - ۱ شکل

۲۴



۲ فصل

گراف طیفی افرازبندی روش های

لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای محاسبه به نیاز روش این در است. کارآمد و دقیق روش یک گراف طیفی افرازبندی روش
در دارد. بالایی حافظه ای و محاسباتی هزینه بزرگ داده های مجموعه با متناظر گراف های برای که است گراف با متناظر
برای نیستروم و مزدوج گرادیان تقریبی روش دو بیان به سپس و داده شرح را گراف طیفی افرازبندی روش ابتدا فصل این
داده های مجموعه روی بر را طیفی افرازبندی روش آن ها کمک به تا می پردازیم لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای محاسبه

کنیم. پیاده سازی بزرگ

گراف طیفی افرازبندی ۱ - ۲
هدف بگیرید. نظر در باشد، آن یال های مجموعه E و رئوس مجموعه V که وقتی را G = (V,E) جهت بدون گراف
یال های تعداد که طوری به است، مجموعه دو به گراف رئوس افراز بخش)، دو به ساده حالت (در گراف طیفی افرازبندی
جواب یک x و باشد |V | = n کنید فرض باشند. برابر هم با دومجموعه رأس های تعداد همچنین و شود کمینه گراف برشی
به را x می توان صورت این در کند. تولید را V۲ و V۱ افراز مجموعه های و باشد گراف طیفی کردن بخشی دو برای شدنی

صورت به V۲ و V۱ افراز مجموعه های گرفت. نظر ۱−در و ۱ مولفه های با تایی n بردار شکل

V۱ = {i : xi = ۱}, V۲ = {i : xi = −۱} (۱ - ۲)

در رأس ها تعداد با افراز، مجموعه یک رأس ها در تعداد باید طرفی از است. x بردار ام i مولفه xi درآن که می شوند تعریف
شرط در باید گراف، طیفی کردن بخشی دو روش در x شدنی جواب نتیجه، در باشند. برابر دیگر مجموعه

eTx = ۰ (۲ - ۲)
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هستند. یک برابر آن مولفه های همه که است تایی n برداری e آن، در که کند صدق
می شود. محاسبه افراز مجموعه دو بین یال های تعداد ، ۱ - ۱ - ۲ لم از استفاده با

گراف طیفی کردن بخشی دو روش برای شدنی جواب x کنید فرض بگیرید. نظر در را G = (V,E) گراف .۱ - ۱ - ۲ لم
باشد. G گراف با متناظر لاپلاسین ماتریس L کنید فرض همچنین، کند. تولید ۱ - ۲ فرم به را V۲ و V۱ مجموعه های و باشد

با برابر شده اند، تولید x توسط که افراز مجموعه دو بین یال های تعداد صورت، این در

۱
۴
(
xTLx

) (۳ - ۲)

می باشد.

گراف در j و iراس دو اگر صورت این در باشد. گراف طیفی کردن بخشی دو روش برای شدنی جواب x کنید فرض برهان.
مجموعه یک در j و i اگر همچنین .i ∼ j می گوییم باشند داشته قرار افراز مجموعه یک در ، x شدنی جواب به نسبت ، G

.i ≁ j گوییم می نباشند، افراز
داریم: صورت این در بگیرید. نظر در را ۱

۴x
TLx رابطه x شدنی جواب برای

۱
۴x

TLx =
۱
۴x

T (D −A)x =
۱
۴

 n∑
i=۱

d(i)x۲
i −

n∑
i=۱

n∑
j=۱

aijxixj

 (۴ - ۲)

فرم به (۴ - ۲) رابطه پس ، (i, j) = e ∈ E که طوری به دارند وجود i, j ∈ V راس دو e ∈ E یال هر برای که آن جایی از

۱
۴x

TLx =
۱
۴

 |E|∑
k=۱

۲−
∑

(i,j)∈E: i∼j

۲ +
∑

(i,j)∈E: i≁j

۲


=
۱
۴

 ∑
(i,j)∈E: i∼j

۲ +
∑

(i,j)∈E: i≁j

۲−
∑

(i,j)∈E: i∼j

۲ +
∑

(i,j)∈E: i≁j

۲


=
۱
۴

 ∑
(i,j)∈E: i≁j

۴


=
∑

(i,j)∈E: i≁j

۱

حاصل ضرب از شده اند، تولید x شدنی جواب توسط که برشی، یال های تعداد که می شود مشاهده بنابراین می شود. نتیجه
می شود. محاسبه ۱

۴x
TLx

استفاده مسئله جواب عنوان به ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر بردارویژه از گراف، افرازبندی برای طیفی روش در
می دهیم. توضیح مثال یک ذکر با را روش این ادامه در می شود.
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مثال ۲ - ۲

رأس ۸ با گراف :۱ - ۲ شکل

صورت به گراف این مجاورت ماتریس بگیرید. نظر در را ۱ - ۲ شکل گراف

W =



۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰


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با برابر نیز گراف این درجه ماتریس شده اند. گرفته نظر در یک با برابر یال ها وزن و است

D =



۵ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۴ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۵ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۷ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۵ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۶ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۵ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۵


می کنیم: محاسبه را گراف لاپلاسین ماتریس L = D −W فرمول از استفاده با می باشد.

L =



۵ −۱ ۰ −۱ −۱ −۱ ۰ −۱
−۱ ۴ ۰ −۱ ۰ −۱ ۰ −۱
۰ ۰ ۵ −۱ −۱ −۱ −۱ −۱
−۱ −۱ −۱ ۷ −۱ −۱ −۱ −۱
−۱ ۰ −۱ −۱ ۵ −۱ −۱ ۰
−۱ −۱ −۱ −۱ −۱ ۶ −۱ ۰
۰ ۰ −۱ −۱ −۱ −۱ ۵ −۱
−۱ −۱ −۱ −۱ ۰ ۰ −۱ ۵


می کنیم: محاسبه را آن ها با متناظر ویژه بردارهای و لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه

λ =



−۰٫۰۰۰۰۳٫۴۲۲۸
۴٫۷۰۸۰
۵٫۴۷۸۱
۶٫۰۰۰۰

۶٫۶۶۷۷
۷٫۷۲۳۵
۸٫۰۰۰۰


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S =



۰٫۳۵۳۶ ۰٫۲۹۹۸ ۰٫۳۸۹۹ ۰٫۵۹۴۸ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۴۲۰ ۰٫۳۸۰۱ ۰٫۱۳۳۶
۰٫۳۵۳۶ ۰٫۶۹۶۰ −۰٫۰۶۴۵ −۰٫۵۱۳۸ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۲۶۵۸ ۰٫۱۸۴۴ ۰٫۱۳۳۶
۰٫۳۵۳۶ −۰٫۳۸۶۴ −۰٫۲۵۱۹ −۰٫۱۵۵۲ −۰٫۷۰۷۱ ۰٫۱۱۴۲ ۰٫۳۲۷۵ ۰٫۱۳۳۶
۰٫۳۵۳۶ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۹۳۵۴
۰٫۳۵۳۶ −۰٫۳۲۴۹ ۰٫۵۲۲۶ ۰٫۰۶۴۸ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۶۷۱۵ −۰٫۱۵۲۸ ۰٫۱۳۳۶
۰٫۳۵۳۶ −۰٫۰۳۹۵ ۰٫۲۶۶۴ −۰٫۳۱۵۴ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۴۹۶ −۰٫۶۱۸۹ ۰٫۱۳۳۶
۰٫۳۵۳۶ −۰٫۳۸۶۴ −۰٫۲۵۱۹ −۰٫۱۵۵۲ ۰٫۷۰۷۱ ۰٫۱۱۴۲ ۰٫۳۲۷۵ ۰٫۱۳۳۶
۰٫۳۵۳۶ ۰٫۱۴۱۴ −۰٫۶۱۰۷ ۰٫۴۸۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۱۸۲۶ −۰٫۴۴۷۸ ۰٫۱۳۳۶


اینجا در که است گراف همبندی مولفه های با برابر صفر، ویژه مقدار جبری تکرر شد، اشاره اول فصل در که همانگونه
دومین با برابر xTLx

xT x
عبارت کمینه مقدار دومین ۲۳ - ۳ - ۱ قضیه طبق است. یک با برابر داریم، همبند گراف یک چون

برای بنابراین است. عبارت این جواب ویژه مقدار این با متناظر بردارویژه و می باشد لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار کوچکترین
این از استفاده روش یک می کنیم استفاده ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر ویژه بردار از گراف، زیر دو به گراف افراز
راس بود، مقدار این با مساوی یا کمتر که مولفه هر و می یابیم را بردار این مولفه های میانه که است ترتیب این به ویژه بردار
برای می دهیم. اختصاص دوم گراف زیر به را بود میانه از بیشتر مقدارشان که مولفه هایی و اول زیرگراف به را آن با متناظر

داریم: گراف این لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر ویژه بردار

median s۲ = −۰٫۰۱۹۸

و پنجم دوم، راس های یعنی آن ها با متناظر رئوس پس بوده بردار میانه مساوی کمتر بردار این ششم و پنجم دوم، مولفه های
از بیشتر چهارم و سوم اول، مولفه های منوال همین به ، V۱ = {۳, ۵, ۶, ۷} و می دهیم اختصاص اول گراف زیر به را ششم
۲ - ۲ شکل در افراز این از حاصل زیرگراف های . V۲ = {۱, ۲, ۴, ۸} و می شوند داده اختصاص دوم زیرگراف به و بوده ۰

با برابر روش این از حاصل x بردار شده اند. داده نمایش قرمز رنگ با V۱ زیرگراف راس های شده اند. داده نشان

x′ =

[
−۱ −۱ ۱ −۱ ۱ ۱ ۱ −۱

]

می شود: حاصل زیر نتیجه (۳ - ۲) معادله در بردار این دادن قرار با می باشد.

برشی یال های تعداد = ۱
۴x

TLx = ۹

است. کمینه برشی یال های تعداد و |V۱| = |V۲| = ۴ می شود مشاهده که همانگونه
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طیفی روش از حاصل افراز :۲ - ۲ شکل
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گراف. طیفی افرازبندی الگوریتم ۱ - ۲ یتم الگور
Require: a graph G = (V,E)

Ensure: graphs G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2)

1: compute the eigenvector s2 corresponding to the second-smallest eigenvalue
2: search median of s2
3: for i = 1 to |V | do
4: if s2(i) ≤ median then
5: put node i in partition V1

6: else
7: put node i in partition V2

8: end if
9: end for

10: if |V1| − |V2| > 1 then
11: move some vertices with components equal to median from V1 to V2 to make this

difference at most one
12: end if
13: let V ′

1 be the set of vertices in V1 adjacent to some vertex in V2

let V ′
2 be the set of vertices in V2 adjacent to some vertex in V1

set up the edge separator E ′ - the set of edges of G with one point in V ′
1 and the second

in V ′
2

14: let E1 be the set of edges with both end vertices in V1

let E2 be the set of edges with both end vertices in V2

set up the graphs G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2)

ویژه بردار چند با همزمان تایی k برش ۳ - ۲
داد. انجام چندگانه و بازگشتی روش دو به را کار این می توان تایی k خوشه بندی یک انجام برای

[۱۵] می شود استفاده گراف افراز برای همزمان به طور لاپلاسین ماتریس ویژه بردار k از چندگانه طیفی بندی خوشه در
شده انتخاب ویژه مقادیر کوچکترین از تا k با متناظر ویژه بردارهای ابتدا روش این در می شود. نامیده تایی k افراز که
تغییر که داده هایی اساس، این بر که می گیرد انجام ام k تا دوم ویژه بردارهای در داده ها علامت براساس یا خوشه بندی و

گرفت. خواهند قرار گروه یک در باشد، یکسان آنها برای بردار k این روی علامت
خیر. یا است نیاز با متناسب خوشه ها تعداد آیا که می شود بررسی خوشه دو به داده ها تقسیم از بعد بازگشتی، روش در
مطلوب خوشه تعداد به رسیدن تا و می شود اعمال آمده بدست خوشه های زیر روی بر مجددا فرآیند همین باشد، لازم اگر

. [۱۶] می یابد ادامه کار
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بهینه سازی روش های بکارگیری برای طیفی روش فرمول بندی ۴ - ۲
فرم به (۲ - ۲) و (۱ - ۲) روابط و ۱ - ۱ - ۲ لم از استفاده با طیفی، روش با گراف کردن بخشی دو مسئله

min xTLx

s.t. eTx = ۰

xi ∈ {−۱,+۱} ∀۱ ≤ i ≤ n

(۵ - ۲)

راس های تعداد که حالتی در مسئله این حل است. صحیح عدد بهینه سازی مسئله یک ، (۵ - ۲) مسئله می شود. فرمول بندی
مسئله ، x بودن صحیح عدد قید ۱ آزادسازی با اساس، این بر بود. خواهد مشکل باشد، بزرگ عددی G گراف

min xTLx

s.t. eTx = ۰.

(۶ - ۲)

این حل برای است. صفر بردار ، (۶ - ۲) مسئله بهینه جواب که می شود نتیجه سادگی به ، ۱ - ۱ - ۲ لم بر بنا می شود. نتیجه
هم (۶ - ۲) مسئله برای (۵ - ۲) مسئله شدنی جواب های که طوری به کرد اضافه (۶ - ۲) مسئله به دیگری قید باید مشکل

فرم به بهینه سازی مسئله نتیجه در نباشد. صفر بردار (۶ - ۲) مسئله بهینه جواب و باشند، شدنی

min xTLx

s.t. eTx = ۰.
n∑
i=۱

x۲
i = n.

(۷ - ۲)

هم (۷ - ۲) مسئله برای (۵ - ۲) مسئله شدنی جواب های می دهد نشان (۷ - ۲) مسئله ساختار . [۱۷] می آید دست به
توجه زیر مثال به نباشد. (۵ - ۲) مسئله برای شدنی جواب یک (۷ - ۲) مسئله بهینه جواب است ممکن اما هستند، شدنی

کنید.

۱Relaxation
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شکل به ، G جهت بدون گراف با متناظر لاپلایسن ماتریس کنید فرض .۱ - ۴ - ۲ مثال

L =



۲ −۱ −۱ ۰
−۱ ۱ ۰ ۰
−۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰


صورت به را (۵ - ۲) مسئله از نمونه ای باشد.

min (x۱ − x۲)۲ + (x۱ − x۳)۲

s.t x۱ + x۲ + x۳ + x۴ = ۰

xi ∈ {−۱,+۱} ∀۱ ≤ i ≤ ۴

صورت به نمونه این جواب مجموعه بگیرید. درنظر

S ={(−۱,−۱, ۱, ۱), (−۱, ۱, ۱,−۱), (−۱, ۱,−۱, ۱),

(۱,−۱,−۱, ۱), (۱,−۱, ۱,−۱), (۱, ۱,−۱,−۱)}

را (۷ - ۲) مسئله از دیگر نمونه ای حال، است. ۴ با برابر جواب مجموعه این در هدف تابع مقدار کمترین می آید. دست به
صورت به

min (x۱ − x۲)۲ + (x۱ − x۳)۲

s.t x۱ + x۲ + x۳ + x۴ = ۰

x۲
۱ + x۲

۲ + x۲
۳ + x۲

۴ = ۴

با برابر بردار این در هدف تابع مقدار و است نمونه این برای شدنی جواب یک (۰, ۰,−√۲,+√۲) بردار بگیرید. درنظر
نباشد. (۵ - ۲) مسئله برای شدنی جواب است ممکن (۷ - ۲) مسئله بهینه جواب که می کنیم مشاهده نتیجه در است. ۲

جواب برای پایین کران یک ، (۷ - ۲) مسئله بهینه جواب که می شود مشاهده (۷ - ۲) مسئله ساختار و ۱ - ۴ - ۲ مثال از
قبول قابل تقریبی جواب یک یافتن هدف گراف، طیفی کردن بخشی دو روش در که آن جایی از است. (۵ - ۲) مسئله بهینه

نمود. حل را (۷ - ۲) مسئله (۵ - ۲) مسئله حل جای به می توان است گراف کردن بخشی دو مسئله برای
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، L لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار کوچکترین - دومین با متناظر ویژه بردار دادند، نشان ۱۹۹۰ سال در همکارانش و ۱ پوشن
بهینه جواب x∗ اگر آن، براساس که دادند ارائه روشی ۱۹۹۵ سال در همکارانش و ۲ هسیه است. (۷ - ۲) مسئله بهینه جواب
افراز مجموعه های با ، (۵ - ۲) مسئله برای شدنی جواب یک به را x∗ میانگین، بردار یک از استفاده با باشد، (۷ - ۲) مسئله

می کند. تبدیل (۱ - ۲) شکل به

(۷ - ۲) مسئله با معادل نامقید، بهینه سازی مسئله ۵ - ۲
رابطه در اگر ، x بردار شد، داده نشان ۴ - ۲ بخش در که همان گونه

Lx = λx (۸ - ۲)

است (۷ - ۲) مسئله بهینه جواب کند صدق

Lx = λ۲x (۹ - ۲)

رابطه جای به ویژه بردار تعریف به بنا همچنین است. L لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار کوچکترین - دومین λ۲ درآن که
رابطه می توان (۹ - ۲)

λ =
xTLx

xTx
(۱۰ - ۲)

صدق (۱۰ - ۲) رابطه در که بیابیم طوری را x بردار است کافی ، (۷ - ۲) مسئله حل جای به اساس، این بر گرفت. نظر در را
تابع کمینه است کافی منظور این برای کند.

F (x) =
xTLx

xTx
(۱۱ - ۲)

می پردازیم. آن بیان به ۸ - ۲ بخش در که است مزدوج گرادیان روش ، F تابع کمینه یافتن روش های از یکی شود. محاسبه
۱Pothen ۲Hsie
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نزولی گرادیان روش ۶ - ۲
گرفت. صورت ۱۸۴۷ سال در ۱ کوشی توسط بار اولین کمینه سازی، برای جهت یک عنوان به گرادیان بردار منفی از استفاده

قاعده طبق تکراری طور به و شروع Xi اولیه آزمون نقطه یک از روش، این در

Xi+۱ = Xi + λ∗
iSi (۱۲ - ۲)

طول یافتن برای است. Si = −∇fi جستجوی جهت امتداد در بهینه گام طول λ∗
i که می کنیم حرکت بهینه نقطه سمت به

λ∗
i بهینه گام

f(Xi + λiSi)

می کنیم. کمینه λi به نسبت را

همگرایی معیار ۱ - ۶ - ۲
کرد: لحاظ الگوریتم توقف شرایط عنوان به می توان را زیر f(Xi+۱)−f(Xi)∣∣∣معیارهای

f(Xi)

∣∣∣ ≤ ε۱ .۱∣∣∣ ∂f∂xi

∣∣∣ ≤ ε۲, i = ۱, ۲, · · · , n .۲

|Xi+۱ −Xi| ≤ ε۳ .۳

روش بهترین است ممکن می شود، شروع جهت بهترین از بعدی یک جستجوی هر در که آنجا از نزولی، گرادیان روش
بیشتر در روش این است، موضعی خاصیت یک نزولی گرادیان جهت که این دلیل به اما برسد. نظر به نامقید کمینه سازی

نیست. کارا مسائل

مزدوج گرادیان روش ۷ - ۲
بهبود زیادی تاحد ( ۲ (فلچر-ریویس مزدوج گرادیان روش یک به آن تعدیل با می توان را نزولی گرادیان روش مشخصات
[۱۲] همگراست دو درجه لحاظ به کند، استفاده مزدوج جهات از که کمینه سازی روش هر که است شده داده نشان بخشید.
تضمین کمتر یا nگام تعداد در را دوم درجه تابع یک شدن کمینه که زیرا است. مفید بسیار دوم درجه همگرایی خاصیت این .

می کند.
۱Cauchy ۲Fletcher–Reeves
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به که روشی هر می رود انتظار زد، تقریب دوم درجه تابع یک با می توان بهینه نقطه نزدیکی در را عمومی تابع هر که آنجا از
تعدیل با می توان را نزولی گرادیان روش کند. پیدا محدودی تکرارهای تعداد در را بهینه نقطه باشد، همگرا دوم درجه لحاظ
خطی ترکیبی صورت به را جدید جستجوی جهت هر روش این بخشید. بهبود زیادی حد تا مزدوج گرادیان روش یک به آن

. [۱۲] می آورد دست به است، شده تعیین جدیدا که گرادیانی و قبلی جستجوی جهات همه از
است. اهمیت دارای مزدوج گرادیان روش بسط در زیر قضیه

تابع کمینه سازی گام i از پس که کنید فرض .۱ - ۷ - ۲ قضیه

f(X) =
۱
۲X

TAX +BTX + C

A به نسبت S۱, S۲, · · · , Si یعنی کمینه سازی فرآیند در استفاده مورد جستجوی جهات اگر رسیده ایم. Xi+۱ نقطه به
آنگاه: باشند، مزدوج متقابلاً

ST
k ∇fi+۱ = ۰ , k = ۱, ۲, . . . , i

صورت به Xi+۱ در f تابع گرادیان برهان.

∇fi+۱ = AXi+۱ +B (۱۳ - ۲)

صورت به کمینه سازی گام i از پس Xi+۱ مقدار می باشد.

Xi+۱ = X۱ + λ∗
۱S۱ + λ∗

۲S۲ + . . .+ λ∗
kSk + λ∗

k+۱Sk+۱ + . . .+ λ∗
iSi

= Xk+۱ +
i∑

j=k+۱
λ∗
jSj

(۱۴ - ۲)

است. Sj جهت در بهینه سازی گام طول λ∗
j که می شود حاصل

صورت به (۱۴ - ۲) رابطه ، (۱۳ - ۲) رابطه به توجه با

∇fi+۱ = A

Xk+۱ +
i∑

j=k+۱
λ∗
jSj

+B

= ∇fk+۱ +
i∑

j=k+۱
λ∗
jASj

(۱۵ - ۲)
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(۱۵ - ۲) رابطه طرف دو هر در ST
k ضرب با می آید. دست به

ST
k ∇fi+۱ = ST

k ∇fk+۱ +
i∑

j=k+۱
λ∗
jS

T
k ASj (۱۶ - ۲)

(۱۶ - ۲) رابطه راست سمت اول عبارت است، Sk جهت امتداد در کمینه سازی، گام طول ، λ∗
k که آنجا از می شود. نتیجه

نتیجه پس است. صفر هم دوم عبارت هستند، ماتریسAمزدوج ،S۱ ،S۲ ، . . . ،Si جستجوی جهات چون و است، صفر
نتیجه در می آید. به دست مطلوب

ST
k ∇fi+۱ = ۰ , k = ۱, ۲, . . . , i (۱۷ - ۲)

یویس فلچر-ر یتم الگور ۱ - ۷ - ۲
دوم درجه تابع یک بر که را کاهش تندترین روش الگوریتم این در می شود. بیان فلچر-ریویس الگوریتم بسط بخش این در
می کنیم. تعدیل متوالی جهات بودن مزدوج متقابلاً شرط تحمیل با است، شده اعمال f(X) = ۱

۲X
TAX+BTX+C

آنگاه باشد. کاهش تندترین جهت جستجو، جهت اولین و کمینه سازی، برای آغازین نقطه ، X۱ کنید فرض

S۱ = −∇f۱ = −AX۱ −B (۱۸ - ۲)

X۲ = X۱ + λ∗
۱S۱ (۱۹ - ۲)

که است گونه ای به S۱ جهت در بهینه سازی گام طول ، λ∗۱ که

ST
۱ ∇f |X۲ = ۰ (۲۰ - ۲)

صورت به رابطه این بسط با
ST

۱ (A(X۱ + λ∗
۱S۱) +B) = ۰

ST
۱ AX۱ + λ∗

۱S
T
۱ AS۱ + ST

۱ B = ۰

۳۷



صورت به λ∗۱ مقدار رابطه این از

λ∗
۱ =
−ST۱ (AX۱ +B)

ST۱ AS۱
=

ST۱ ∇f۱
ST۱ AS۱

(۲۱ - ۲)

صورت f۲∇−به و S۱ از خطی ترکیب یک عنوان به را جستجو جهت دومین حال می آید. به دست

S۲ = −∇f۲ + β۲S۱ (۲۲ - ۲)

درنتیجه شوند. مزدوج S۲ و S۱ که شود انتخاب گونه ای به باید β۲ که است ذکر به لازم می کنیم. بیان

ST
۱ AS۲ = ۰ (۲۳ - ۲)

صورت به (۲۳ - ۲) رابطه ، (۲۲ - ۲) رابطه از S۲ مقدار دادن قرار با

ST
۱ A(−∇f۲ + β۲S۱) = ۰ (۲۴ - ۲)

صورت به S۱ مقدار (۱۹ - ۲) رابطه از می شود. حاصل

S۱ =
(X۲ −X۱)

λ∗۱
(۲۵ - ۲)

صورت به (۲۴ - ۲) رابطه نتیجه در می شود. حاصل

ST
۱ AS۲ = −(X۲ −X۱)

λ∗۱
A(∇f۲ − β۲S۱) = ۰ (۲۶ - ۲)

صورت به گرادیان ها تفاضل می آید. دست به

(∇f۲ −∇f۱) = (AX۲ +B)− (AX۱ +B) = A(X۲ −X۱) (۲۷ - ۲)

فرم به (۲۶ - ۲) رابطه ، (۲۷ - ۲) رابطه کمک به و A ماتریس بودن متقارن به توجه با می شود. تعریف

(∇f۲ −∇f۱)T (∇f۲ − β۲S۱) = ۰ (۲۸ - ۲)

۳۸



صورت به (۲۸ - ۲) رابطه بسط می آید. دست به

∇fT
۲ ∇f۲ −∇fT

۱ ∇f۲ − β۲∇fT
۲ S۱ + β۲∇fT

۱ S۱ = ۰

: داریم (۱۷ - ۲) رابطه از استفاده با می آید. دست به

∇fT
۱ ∇f۲ = −ST

۱ ∇f۲ = ۰

صورت به β۲ مقدار درنتیجه
β۲ =

∇fT۲ ∇f۲
∇fT۱ ∇f۱

صورت به S۳ مقدار بگیریم نظر f۳∇−در و S۲ ، S۱ از خطی ترکیب را جستجو جهت اگر می آید. به دست

S۳ = −∇f۳ + β۳S۲ + δ۳S۱ (۲۹ - ۲)

می شود. نتیجه S۲ و S۱ با S۳ دادن قرار مزدوج از δ۳ ،β۳ مقادیر که می آید دست به
رابطه

ST
۱ AS۳ = −ST

۱ A∇f۳ + β۳ST
۱ AS۲ + δ۳ST

۱ AS۱ = ۰ (۳۰ - ۲)

: داریم شوند گرفته نظر در مزدوج S۲ و S۱ اگر بگیرید. نظر در را

ST
۱ AS۲ = ۰

(۳۰ - ۲) رابطه از استفاده با

δ۳ =
ST۱ A∇f۳
ST۱ AS۱

(۳۱ - ۲)

صورت به δ۳ مقدار (۲۵ - ۲) رابطه از می شود. نتیجه

δ۳ =
(X۲ −X۱)T

λ∗۱
× A∇f۳

ST۱ S۱
(۳۲ - ۲)

۳۹



صورت به (۲۷ - ۲) رابطه از استفاده با (۳۲ - ۲) رابطه می آید. دست به

δ۳
۱
λ∗۱
× (∇f۲ −∇f۱)T∇f۳

ST۱ AS۱
(۳۳ - ۲)

: داریم (۲۲ - ۲) و (۱۸ - ۲) روابط از می شود. حاصل

S۱ = −∇f۱

S۲ − β۲S۱ = −∇f۲

نتیجه در

∇f۲ −∇f۱ = −S۲ + S۱(۱ + β۲) (۳۴ - ۲)

داریم: (۳۳ - ۲) رابطه از

δ۳ =
۱
λ∗۳
× {−S۲ + (۱ + β۲)S۱}T∇f۳

ST۱ AS۱
(۳۵ - ۲)

صورت به (۲۹ - ۲) رابطه نتیجه در می شود. صفر با برابر فوق عبارت مقدار که می شود مشاهده (۱۷ - ۲) رابطه به توجه با

S۳ = −∇f۳ + β۳S۲ (۳۶ - ۲)

می شود. نتیجه S۲ با S۳ دادن قرار مزدوج با β۳ مقدار که است ذکر به لازم می آید. دست به
می کنیم. عمل زیر صورت به βi, (i = ۲, ۳, . . .) یافتن برای کلی حلت در

می کنیم. بیان Si−۱ fi∇−و از خطی ترکیب یک عنوان به را گام اُمین -i در جستجو جهت ،Si، (۳۶ - ۲) رابطه تعمیم با
دیگر عبارت به

Si = −∇fi + βiSi−۱ (۳۷ - ۲)

صورت به Si−۱ با Si دادن قرار مزدوج از βi مقدار که

βi =
∇fT

i ∇fi
∇fT

i−۱∇fi−۱

۴۰



می شود. حاصل
گرفتیم. نظر در مزدوج یکدیگر با را Si−۱ و Si اینجا تا

خود به خود باشند، مزدوج S۱, S۲, . . . , Si−۱ که شرط این به (۳۷ - ۲) رابطه از آمده دست به Si که می دهیم نشان حال
بگیرید: نظر در را رابطه است. مزدوج ها Sk همه با

ST
k ASi = ST

k A(−∇fi + βiSi−۱)

= −ST
k A∇fi + βiS

T
k ASi−۱ , k = ۱, ۲, . . . , i− ۲

(۳۸ - ۲)

داریم: ، ST
k ASi−۱ = ۰ و k = ۱, ۲, . . . , i− ۲ که آنجایی از

ST
k ASi = −ST

k A∇fi , k = ۱, ۲, . . . , i− ۲ (۳۹ - ۲)

صورت به می توان را (۲۷ - ۲) و (۲۵ - ۲) با مشابه روابط

Sk =
(Xk+۱ −Xk)

λ∗
k

(۴۰ - ۲)

∇fk+۱ −∇fk = A(Xk+۱ −Xk) (۴۱ - ۲)

روابط توجه با آورد. دست به

∇fT
k ∇fi+۱ = ۰ , k = ۱, ۲, . . . , i (۴۲ - ۲)

Sk = −∇fk + βkSk−۱

فرم به (۱۷ - ۲) رابطه

ST
k ∇fi+۱ = −∇fT

k ∇fi+۱ + βkS
T
k−۱∇fi+۱ = ۰ , k = ۱, ۲, . . . , i

(۱۷ - ۲) : داریم رابطه به توجه با می شود. نتیجه

ST
k−۱∇fi+۱ = ۰

۴۱



[۱۹] مزدوج گرادیان پایه الگوریتم ۲ - ۲ یتم الگور
1: g0 := −∇f(x0)

2: h0 := g0

3: for k = 1 to K do
4: αk := min

α
f(xk−1 + αhk−1)

5: xk := xk−1 + αkhk−1

6: gk := −∇f(xk)

7: hk := gk +
gk.gk

gk−1.gk−1
hk−1

8: end for
9: x := xk

بنابراین
∇fT

k ∇fi+۱ = ۰ , k = ۱, ۲, . . . , i

زیر صورت به (۳۹ - ۲) رابطه نتیجه در

SkASi =
−۱
λ∗
k

(∇fk+۱ = ∇fk)T∇fi = ۰ , k = ۱, ۲, . . . , i− ۲ (۴۳ - ۲)

می آید. دست به
است. شده آورده ۲ - ۲ الگوریتم در f(x) تابع برای مزدوج گرادیان مینیمم سازی پایه الگوریتم

گراف طیفی افرازبندی برای مزدوج گرادیان روش به کارگیری ۸ - ۲
متقارن ویژه بردار و ویژه مقدار (بزرگ ترین) کوچک ترین تعیین برای روش ها متداول ترین از یکی ، مزدوج گرادیان روش
یک مزدوج گرادیان روش است. مزدوج گرادیان روش وسیله به رایلی قست خارج سازی مینیمم روش این اصلی ایده است.

.[۱۸] است توابع سازی مینیمم برای شده شناخته کلی روش
صورت به که رایلی قسمت خارج روش این در

F (x) =
x.L.x

x.x
(۴۴ - ۲)

صورت به رایلی قسمت خارج گرادیان همچنین شود. مینیمم باید می شود تعریف

∇F (x) =
۲
x.x

(L.x− F (x)x). (۴۵ - ۲)

۴۲



می شود. محاسبه

گراف طیفی افرازبندی برای مزدوج گرادیان سازی مینیمم روش ۱ - ۸ - ۲
آورد. دست به xها تمام به نسبت رایلی قسمت خارج سازی مینیمم با می توان را متقارن ماتریس یک ویژه مقدار کوچک ترین
بردار بر که هایی x تمام به نسبت رایلی قسمت خارج مینیمم سازی با می توان را ویژه مقدار دومین-کوچک ترین همچنین

آورد. دست به است عمود ویژه مقدار کوچک ترین با متناظر ویژه
اگر است. x.e = ۰ که برگرداند را هایی x تمام باید مینیمم سازی بنابراین است، e با برابر ویژه بردار این که جایی آن از
سازی گرادیان مینیمم روش با که هایی xk تخمین های تمام صورت این در باشد، عمود e بر ویژه بردار برای x۰ اولیه تخمین
می توان را ویژه مقدار کوچکترین تعیین برای مزدوج، گرادیان مینیمم سازی روش بنابراین عمودند. e بر می شوند تولید مزدوج
است، عمود e بر که اولیه ای تخمین از استفاده با سادگی به که کرد، استفاده نیز ویژه مقدار دومین-کوچکترین تعیین برای
لاپلاسین ماتریس با متناظر گراف راس های تعداد با برابر |V | که ،xi = i−(|V |+ ۱) /۲ بردار از می توان شود. می انجام

است. برقرار اولیه تخمین این برای x.e = ۰ شرط وضوح به . [۲۰] کرد استفاده اولیه تخمین این عنوان به است، L
ارائه رایلی قسمت خارج تابع سازی مینیمم برای قبل، بخش پایه مزدوج گرادیان الگوریتم اصلی تغییرات اینجا در
می باشند. ۲ - ۲ الگوریتم (۶) سطر در گرادیان محاسبه و (۴) سطر در خطی سازی مینیمم به مربوط تغییرات این می شود.

صورت به خطی سازی مینیمم رایلی، قسمت خارج از خاصی فرم به توجه با

min
α

F (x+ αh) ≡ min
α

x.L.x+ ۲(x.L.h)α+ (h.L.h)α۲

x.x+ ۲(x.h)α+ (h.h)α۲ . (۴۶ - ۲)

x.L.x عبارت می کند. مینیمم را رایلی قسمت خارج α این که می آید بدست دوم درجه معادله یک از α می شود. نتیجه
آید. بدست خطی سازی مینیمم تا شود محاسبه L.h ماتریس-بردار ضرب یک باید تنها بنابراین است. F (x)x.x با برابر

گرادیان محاسبه برای مؤثری حل راه دارد. نیاز ماتریس-بردار اضافی ضرب یک به (۴۵ - ۲) از گرادیان مستقیم ارزیابی
g بردار برای زیر روزرسانی به رابطه به منجر که می آید بدست ۲ - ۲ الگوریتم (۵) سطر روزرسانی به رابطه گرفتن نظر در با

: [۱۹] شود می

gk :=
۲

xk.xk

(
Fkxk − Fk−۱xk−۱ +

۱
۲(xk−۱.xk−۱)gk−۱ − αkL.hk−۱

)
. (۴۷ - ۲)

از استفاده با که معناست بدان این .h۰ = ۰ و g۰ = ۰ که می شود نتیجه L.e = ۰ و (۱۱-۱۳) از آنگاه ، x۰.e = ۰ اگر
که می شود اثبات نتیجه در .hk.e = ۰ و gk.e = ۰ ،xk.e = ۰ ،(۴۷ - ۲) معادله و ۲ - ۲ الگوریتم (۷) و (۵) سطرهای
به که دیگر برآوردهای تمام سپس باشد عمود e بر ویژه مقدار دومین-کوچک ترین با متناظر ویژه بردار برای اولیه تخمین اگر

عمودند. e بر نیز می آیند بدست مزدوج گرادیان سازی مینیمم روش وسیله
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[۱۹] گراف طیفی افرازبندی برای مزدوج گرادیان روش الگوریتم ۳ - ۲ یتم الگور
1: x0 := x0 −

(
e.x0

e.e

)
e

2: ρ0 := x0.x0

3: y0 : L.x0

4: F0 :=
x0.y0
ρ0

5: g0 :=
2
ρ0
(F0x0 − y0)

6: h0 := g0

7: β0 := g0.g0

8: for k = 1 to K do
9: yk := L.hk−1

10: pk := ρk−1

11: qk := 2xk−1.hk−1

12: rk := hk−1.hk−1

13: sk := ρk−1Fk−1

14: tk := 2xk−1.yk

15: uk := hk−1.yk

16: αk :=
−(ukpk−skrk)+

√
(ukpk−skrk)2−(ukqk−tkrk)(tkpk−skqk)

ukqk−tkrk

17: Fk :=
sk+tkαk+ukα

2
k

pk+qkαk+rkα
2
k

18: xk := xk−1 + αkhk−1

19: ρk := xk.xk

20: gk :=
2
ρk

(
Fkxk − Fk−1xk−1 +

1
2
ρk−1gk−1 − αkyk

)
21: βk := gk.gk

22: hk := gk +
βk

βk−1
hk−1

23: end for
24: x := xk

بردار سه باید تکرار هر در است. شده ارائه گراف طیفی افرازبندی برای مزدوج گرادیان روش پیاده سازی ۳ - ۲ الگوریتم در
ذخیره سازی دلیل به نیاز مورد حافظه فضای شوند. انجام بردار-بردار ضرب ۶ و ماتریکس-بردار ضرب یک بروزرسانی،

است. کم بردار، چهار تنها

بردارویژه و مقدارویژه تخمین برای نیستروم روش ۹ - ۲
بخش دو به داده ها و می شوند انتخاب نمونه عنوان به داده ها از تعدادی داده، n تمام از استفاده جای به نیستروم روش در
بنابراین است. باقی مانده نقطه n −m شامل دیگر بخش و بوده تصادفی نمونه نقطه m شامل بخش یک می شوند، تقسیم
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نوشت: زیر صورت به می توان را W مجاورت ماتریس

W =

 A B

BT C

 (۴۸ - ۲)

نمونه نقاط مجاورت ماتریس B ∈ Rm×(n−m) A؛ = UΛUT و نمونه نقاط مجاورت ماتریس A ∈ Rm×m جایی که
به Ū نیستروم روش از استفاده با باشد. باقی مانده نقاط مجاورت ماتریس C ∈ R(n−m)×(n−m) و باقی مانده نقاط و

:[۲۱] می آید دست به زیر صورت به W ماتریس بردارویژه برای تخمینی عنوان

Ū =

 U

BTUΛ−۱


متناظر صورت به

Ŵ = ŪΛŪT

=

 U

BTUΛ−۱

Λ[UTΛ−۱UTB]

=

 UΛUT B

BT BTA−۱B


=

 A B

BT BTA−۱B


از پس باقی مانده نقاط تعداد ، m ≪ n اگر می شود. استفاده C برای تقریبی عنوان به BTA−۱B از نیستروم روش در
بنابراین و می کند اجتناب باقی مانده نقاط مجاورت ماتریس محاسبه از نیستروم تقریبی روش است. بزرگ بسیار نمونه گیری
کرد، استفاده Ū بردارویژه از مستقیماً نمی توان گرچه می دهد. کاهش را الگوریتم زمان و فضا پیچیدگی توجهی قابل میزان به

می دهد. ارائه را Ŵ متعامد بردارویژه صورت ۱ - ۹ - ۲ قضیه نیست. متعامد ترانهاده اش با لزوماً چون

Q = A+ A−۱/۲BBTA−۱/۲ باشد، A مثبت معین و متقارن ریشه A۱/۲ باشد، مثبت معین A اگر .۱ - ۹ - ۲ قضیه
است: زیر صورت به Ŵ متعامد بردارویژه آنگاه ، Q = UQΛQU

T
Q آن تجزیه و کرده تعریف را

V =

 A

BT

A−۱/۲UQΛ
−۱/۲
Q (۴۹ - ۲)
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است. Ŵ ماتریس بردارویژه V می کنیم ثابت ابتدا برهان.

Ŵ =

 A B

BT BTA−۱B


=

 A

BT

A−۱
[
A B

]

=


 A

BT

A−۱/۲UQΛ
−۱/۲
Q

ΛQ ×
{
Λ−۱/۲UT

QA
−۱/۲

[
A B

]}

=V ΛQV
T

متعامدند V و V T می کنیم اثبات حال

I =V TV

=

{
Λ−۱/۲UT

QA
−۱/۲

[
A B

]}
 A

BT

A−۱/۲UQΛ
−۱/۲
Q


می آوریم. دست به را Q مقدار Λ۱/۲

Q UT
Q و UQΛ

۱/۲
Q در معادله راست سمت بخش دو ضرب با

Q =UQΛQU
T
Q

=A−۱/۲
[
A B

] A

BT

A−۱/۲

=A+A−۱/۲BBTA−۱/۲

کنیم، ۱ نرمال سازی را لاپلاسین ماتریس یا مجاورت ماتریس باید طیفی، خوشه بندی در نیستروم روش از استفاده برای
۲ فولکس باشد. Ŵ سطر امین i جمع با برابر D̂ii که است قطری ماتریس D̂ که جایی ، D̂−۱/۲Ŵ D̂−۱/۲ ترتیب بدین

۱Normalization ۲Fowlkes
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: [۲۲] دادند ارائه گره درجه محاسبه برای را ساده محاسباتی روش یک همکاران و

d̂ =Ŵ ۱ =

 A۱m +B۱n−m

BT ۱m +BTA−۱B۱n−m


=

 ar + br

bc +BTA−۱br

 (۵۰ - ۲)

با ستونی بردار ۱ ، B ستونی جمع نشان دهنده bc ∈ Rn−m ، B و A سطری جمع نشان دهنده ar, br ∈ Rm که جایی
کرد: نرمال سازی d̂ با می توان را B و A ماتریس های باشند. مقادیر ۱ تمام

Aij ←
Aij√
d̂id̂j

, i, j = ۱ . . . ,m (۵۱ - ۲)

Bij ←
Bij√
d̂id̂j+m

, i, j = ۱ . . . ,m, j = ۱, . . . , n−m (۵۲ - ۲)

احتمال پایه بر افزایشی نمونه گیری روش ۱۰ - ۲
بصورت پیچیده ساختار با داده هایی تا می کند تصویر کمتر بعد با فضای-ویژه به اصلی فضای از را داده ها طیفی، خوشه بندی
و محاسباتی هزینه که است نیاز مورد لاپلاسین ماتریس بردارهای ویژه و ویژه مقادیر روش این در شوند. جداپذیر خطی
راه حل یک است. بالا امروزی استفاده های برای مجاورت ماتریس نگهداری و مقادیر این محاسبه برای نیاز مورد فضای
این در است. بردارهای ویژه و مقادیرویژه زدن تقریب برای نیستروم روش از استفاده هزینه ها این کاهش برای استفاده مورد
انتظار که همانگونه می شود. استفاده زدن تقریب برای نمونه ها این واز می شوند انتخاب نمونه بعنوان تعدادی داده ها از روش
است تصادفی می رسد،روش ذهن به که روشی اولین دارد. تقریب کیفیت در زیادی تأثیر نمونه ها انتخاب چگونگی می رود
داده مجموعه یک از یکسان نمونه گیری همچنین و نداشته را لازم ثبات و پایداری روش این اما است روش کم هزینه ترین که
نباشند داده مجموعه از خوبی نمایندگان نمونه ها اگر دارد. وجود مؤثر داده های دادن دست از احتمال و بوده سخت بزرگ

نمی گذارند. خوشه بندی بر خوبی تأثیر
ایده می دهد. انجام هوشمندانه تر را نمونه ها انتخاب که می شود معرفی احتمالی تابع یک احتمال بر مبتنی روش در
در که کند ایجاد کمتر بعد با زیرفضا یک تا است لاپلاسین ماتریس اولیه بردارویژه k محاسبه طیفی خوشه بندی اصلی
روش از تجزیه-ویژه بالا محاسباتی هزینه بدلیل باشد. شده مشخص تر خوشه ها میان مرز و شده بهینه داده ها ساختار آن

می کنیم. استفاده لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای تقریب برای نیستروم
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کند درست k رتبه- تقریب یک می تواند سطرها این توسط شده تولید فضای که دارد سطر k/ε تعداد A ماتریس هر
توزیع از مستقل نمونه های عنوان به شده انتخاب سطرهای زیرمجموعه . [۷] باشد ε∥A∥۲

F از کمتر آن افزوده خطای که
می آید. بدست است، شده تصمیم گیری A سطرهای نرم با که احتمالی

و بسازیم، را S ماتریس تا کنیم انتخاب را A از سطر s می خواهیم و داریم را A ∈ Rm×n ماتریس .۱ - ۱۰ - ۲ قضیه
با: است برابر ام i سطر انتخاب احتمال

Pi =
∥A(i)∥۲

∥A∥۲
F

فضای در مشمول که سطرهایش با (k رتبه (بیشترین Ãk ،ماتریس s ≥ k/ε است.اگر A ماتریس ام i سطر A(i) که
می کند ارضا را زیر نامساوی است (S) یافته گسترش

ES

(∥∥∥A− Ãk

∥∥∥۲
f

)
≤ ∥A−Ak∥۲

F + ε∥A∥۲
F

احتمالی توزیع A سطرهای پیمایش با ابتدا . [۲۳] شود تبدیل نمونه گیری الگوریتم یک به می تواند ۱ - ۱۰ - ۲ قضیه
برابر الگوریتم این پیچیدگی می شوند. انتخاب دارند را احتمال بیشترین که نمونه هایی سپس می آید، بدست را نمونه ها

O(min{m,n}k۲/ε۴)

زیر یک امتداد در داده ها تمام اگر مثال، طور به می یابد. کاهش داده ها کردن پیماپش بار چندین با تخمین خطای است.
که این احتمال باشد. داشته صفر خطای باید ۲ مرتبه زیرفضای بهترین داده ها، از یکی بجز باشند Rn از بعدی یک فضای
از استفاده با را نمونه ها از مجموعه ای اول دور در می شود. بهتر دوم دور دارد. وجود نشود انتخاب مجزا نقطه اول دور در
انتخاب(نمونه احتمال می کنیم، محاسبه را باقی مانده داده های نمونه گیری احتمال سپس می آوریم؛ بدست نرم مربع توزیع
احتمال با را نمونه ها از دیگری گروه است. موجود نمونه های با شده اسپن فضای و نقاط بین فاصله مربع با متناسب گیری)
(جداشده) افتاده دور نقطه اگر می شود. نامیده احتمال براساس افزایشی نمونه گیری پروسه این می کنیم. انتخاب شده گفته
می تواند شده تولید فضای اکنون است. بالا نمونه گیری دوم درمرحله آن انتخاب احتمال نشود، انتخاب اول نمونه گیری در
چندین پیمایش می یابد. کاهش نمایی صورت به نیز خطا پیمایش ها تعداد افزایش با کند. درست رتبه-۲ خوب تقریب یک
است. آمده زیر قصیه در افزایشی نمونه گیری ریاضی توصیف است. مفید بسیار مرتبه-پایین تقریب مسئله برای داده ها باره

m × n ماتریس شده انتخاب تصادفی سطرهای مجموعه نشان دهنده S = S۱
∪
· · ·St کنید فرض .۲ - ۱۰ - ۲ قضیه

انتخاب زیر توزیع از مستقل طور به که است A سطر s از نمونه مجموعه یک Sj هر ، j = ۱, . . . , t برای باشد. A ،
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با است برابر i سطر انتخاب احتمال شده اند،

P
(j)
i =

∥∥∥E(i)
j

∥∥∥۲

∥Ej∥۲
F

(۵۳ - ۲)

برای است. S شده تولید فضای بر A تصویر دهنده نشان πS(A) ،Ej = A − πS۱
∪
···

∪
Sj−۱(A) ،E۱ = A که

ارضا را زیر نامساوی است مشمول S شده تولید فضای در سطرهایش با است) k رتبه (بیشترین Ãk ماتریس ،s ≥ k/ε

می کند
ES

(∥∥∥A− Ãk

∥∥∥۲
f

)
≤ ۱

۱− ε
∥A−Ak∥۲

F + εT ∥A∥۲
F

اسپارس A وقتی نمی کند، تغییر ماتریس خود اما می کند تغییر بار t نمونه ها توزیع که دید می توان ۲ - ۱۰ - ۲ قضیه در
است. مهم بسیار بودنش اسپارس حفظ باشد،

احتمالی نمونه گیری بر مبتنی نیستروم طیفی افرازبندی یتم الگور ۱۱ - ۲
افزایشی

نمونه  ها نمونه گیری، روش های بیشتر شد. بررسی تئوری صورت به احتمال بر مبتنی افزایشی نمونه گیری ، ۱۰ - ۲ بخش در
از گروه هر انتخاب از بعد را داده ها همه انتخاب احتمال افزایشی نمونه گیری می کنند. انتخاب ثابت توزیع یک از را
توسط که k مرتبه- بهینه زیرفضای از تقریبی می توانند آمده دست به نمونه های که طوری به کرد خواهد به روزرسانی نمونه
ماتریس از سطر چندین می توان افزایشی نمونه گیری روش این با کنند. تولید را می آید بوجود span{v(۱), . . . , v(k)}

W سطرهای تمام اولیه توزیع از افزایشی نمونه گیری ساخت. را Ŵ مجاورت تقریبی ماتریس و کرد انتخاب را W مجاورت
انتخاب احتمال سپس کنید. انتخاب ، R′ ماتریس زیر تشکیل برای احتمال حداکثر با را سطر s < m ابتدا می شود: آغاز
کنید انتخاب جدید نمونه گیری احتمال به توجه با را W از دیگر سطر s کنید. به روز R′ از استفاده با را باقی مانده سطرهای
افزایشی نمونه گیری طرح جزئیات کنید. تکرار شدند، انتخاب سطر m که زمانی تا را فرایند این دهید؛ قرار R′ در را آنها و

است. شده داده نشان ۴ - ۲ الگوریتم در
بردار های نیستروم روش از استفاده با می توان ، ۴ - ۲ الگوریتم طریق از نمونه سطرهای از آوردنmاندیس دست به از پس
روند تمام ۵ - ۲ الگوریتم در داد. کاهش را طیفی افرازبندی محاسباتی زمان و زد تقریب را شده نرمال لاپلاسین ماتریس ویژه

است. شده آورده روش این الگوریتمیک
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[۲۱] (Incrimental Sampling) احتمال پایه بر افزایشی نمونه گیری الگوریتم ۴ - ۲ یتم الگور
Require: the similarity matrix W ∈ Rn×n of data point, the total number of sampling

rows m, the number of selected rows s in each iteration
Ensure: the set S, m indexes of sampled rows in W

1: Initialize the index set S = ∅ of samples, set the number of iterations t = m/s.
2: for i ∈ [1 . . . t] do
3: Pi ←Update Probability(S)
4: Si ←the set of sselected indexes according to Pi

5: S ← S ∪ Si

6: end for

[۲۱] (Update Probability) احتمال بروزرسانی ۵ - ۲ یتم الگور
Require: Sample indexes set S
Ensure: The probability set P

1: From set R′ with the selected rows of W correspinding to the indeces in S.
2: Calculate the error between W and its orthogonal projection on R′:

E = W − UR′WUT
R′ .

3: for j ∈ [1 . . . n] do
4: if j ∈ S, then let Pj = 0;
5: Otherwisr, let Pj = ∥Ej∥22.
6: end for
7: Update the sampling probabilities of all rows P ← P

∥P∥2 .
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. [۲۱] افزایشی احتمالی نمونه گیری بر مبتنی نیستروم طیفی افرازبندی الگوریتم ۶ - ۲ یتم الگور
Require: the data set X = {xi|i = 1, . . . , n}, the number of samples m, the nimber of

clusters k.
Ensure: k grouped clusters.

1: Calculate the pairwise similarity berween data points in X to construct similarity ma-
trix W ∈ Rn×n, where each element wij can be expressed by Gaussian kernel, namely
wij = exp

(
− |xi − xj|2 /2σ2

)
.

2: Select m row samples of W by Algorithm 4 - 2 to compose the similarity matrix A ∈
Rm×m between sampled points and the remaining points, and the similarity matrix
B ∈ Rm×(n−m) between the sampled points and the remaining points.

3: Compute the degree d̂ of nodes according to formula (50 - 2) based on matrix A and
B, then normalize matrix A and B respectively wigh formula (51 - 2) and (52 - 2).

4: Calculate matrix Q wigth the normalize A and B: Q = A+ A−1/2BBTA−1/2.
5: Get matrix UQ and ΛQ by decomposing matrix Q: Q = UQΛQU

T
Q .

6: Substitute UQ, ΛQ into fotmula (49 - 2) to calculate the orthogonal eigenvector V of
Ŵ .

7: Select the eigenvectors corresponding to the first k largest eigenvalues v1, . . . , vk of
Ŵ from V to form matrix Vk: Vk = [v1

... . . . ...vk] ∈ Rn×k.
8: Normalize each row of matrix Vk to a unit vector and obtain matrix Y with each

element yij = vij/
√∑k

j=1 v
2
ij .

9: Matrix Y forms a low-dimentional embedding space Rn×k, in wich the i-th row is
corresponding to point xi, We may use k-means algorithm to classify the row vectors
of Y into k clusters, then restore the clustering results data then restore the clustering
results of the original data points.
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۳ فصل

پیشنهادی روش های و آزمایشات نتایج

مزدوج گرادیان در ژنتیک یتم الگور از استفاده ۱ - ۳
این شود. گرفتار محلی کمینه در است ممکن شیوه این مزدوج، گرادیان روش در اولیه شروع نقطه بودن نامناسب درصورت
این با مزدوج، گرادیان روش شده، انجام آزمایشات در که گراف یک ۱ - ۳ شکل دارد. وجود نیز گراف افراز مسئله در مشکل
خوشه بندی روش دو هر که می دهد نشان را رأس ۸ با گراف یک ۳ - ۱(آ) شکل می دهد. نشان را است شده مواجه مشکل
رئوس تعداد با دسته دو به گراف آنها قطع با که برشی یال های تعداد کمینه می دهند. را درست پاسخ مزدوج گرادیان و طیفی
را گراف همین ۳ - ۱(ب) شکل است. شده داده نشان خط چین با مذکور شکل در که است یال ۲ می شود، تقسیم برابر نسبتا
۲ همان برش مورد یال های آن در که می دهد را درست نتیجه طیفی، خوشه بندی می دهد. نشان رئوس از دیگری ترتیب با
می کند تولید را ۳ - ۱(ج) شکل در شده داده نمایش خروجی مزدوج گرادیان روش اما هستند، خط چین با شده داده نشان یال 
در نباشد. مناسبی نقطه مزدوج، گرادیان الگوریتم شروع نقطه که هستند نحوی به گراف این در رؤس ترتیب است. اشتباه که

می شود. ارائه ژنتیک الگوریتم روش با الگوریتم این مناسب نقطه کردن پیدا برای روشی بخش این
اهمیت حائز سراسری بهینه به رسیدن در اولیه نقطه انتخاب محلی، کمینه به مزدوج گرادیان الگوریتم همگرایی دلیل به
نتیجه در .[۱۹] متعامدند یکدیگر با آن هاست، جزو هم مسئله درست جواب که لاپلاسین، ماتریس بردارهای ویژه است.
(∀i = ،xi = i − (|V | + ۱)/۲ که گونه ای به x۰ اولیه نقطه انتخاب با می باشد. صفر برابر آن ها داخلی ضرب
مزدوج گرادیان روش در جهات بودن مزدوج دلیل به می شوند. متعامد e بردارویژه و x۰ اولیه نقطه ۱, ۲, . . . , |V | = n)

.[۱۲] متعامدند e بردار با نیز بعدی آمده بدست نقاط تمام
اولیه نقطه درایه ها این جابجایی با می توان می ماند. باقی متعامد e بردار با x۰ همچنان شوند، جابجا x۰ درایه های اگر
الگوریتم از استفاده مقاله، این در پیشنهادی روش نشود. گرفتار محلی کمینه در الگوریتم که امید این به کرد تولید جدیدی
جواب یک کرموزوم، یک عنوان به جایگشت هر است. گراف رئوس شامل بردار از متفاوت جایگشت های تولید برای ژنتیک

۵۲



۶

۳

۵

۴

۸

۱

۷

۲
انتظار مورد خروجی (ب)
شماره های با رأس های برای

.۶،۵،۸،۷،۳،۴،۱،۲

۱

۵

۲

۶

۳

۷

۴

۸
با راس های با درست خروجی (آ)

.۸ تا ۱ شماره های

۶

۳

۵

۴

۸

۱

۷

۲
روش نادرست خروجی (ج)

مزدوج گرادیان

معرف خط چین ها گراف. افراز در مزدوج گرادیان الگوریتم نادرست و درست عملکرد از مثال های :۱ - ۳ شکل
هستند. گراف در برش مورد لبه های

از حاصل جواب بودن بهینه میزان اساس بر بعد نسل تولید و نسل هر جواب های ترکیب می کند. تولید را متفاوت اولیه
از کرموزوم ها ترکیب برای داد. خواهد را مناسبی نتایج ژنتیک، الگوریتم کار کلی شیوه با مطابق مزدوج، گرادیان الگوریتم
مناسب شده برده بکار عملگر دو هر است. شده استفاده دوتایی تعویض عملگر از جهش برای و ۱ مرتبه بازترکیب روش

است. شده گرفته درنظر ۱۰ نسل ها، تعداد حداکثر و ۲۰ جمعیت اعضای تعداد هستند. جایگشتی مسائل
مناسب، اولیه ی شروع نقطه جستجوی طریق از مزدوج گرادیان روش بهبود در پیشنهادی شیوه کارایی بررسی منظور به
۱ - ۳ جدول های در آزمایشات نتایج شده اند. گرفته بکار آزمایشات در و شده تولید مختلف ابعاد با تصادفی گراف چندین
گراف های بررسی، مورد گراف های است. استفاده مورد مثال شماره بیانگر جدول هر در ردیف شماره است. آمده ۳ - ۳ تا
ژنتیک، الگوریتم در استفاده مورد هدف تابع می باشند. رأس ۳۵۰ و ۳۰۰ ،۲۵۰ ،۲۰۰ ،۱۵۰ دارای ترتیب به که هستند تصادفی
گراف،۲۰ اندازه ی هر برای است. آمده ۱ - ۳ جدول در هدف تابع این مبنای بر مقایسه ای نتایج که است بوده (۷ - ۲) تابع
فوق الذکر، جدول اول سطر نمونه، عنوان به ترتیب این به است. آمده جداول در نتایج میانگین و شده تولید تصادفی گراف
همان گونه می دهد. نشان را ستون هر میانگین جدول هر آخر سطر می باشد. رأس ۱۵۰ با تصادفی گراف ۲۰ روی بر اجرا نتایج

بخشد. بهبود را مزدوج گرادیان روش نتایج مثال ها تمام در است توانسته ژنتیک، الگوریتم می شود، دیده ۱ - ۳ شکل در که
این دادن قرار با که آورد بدست ۱−را و +۱ شامل جدید بردار می توان مزدوج گرادیان از حاصل x بردار خوشه بندی با
انجام آزمایشات در شده تولید گراف های است. محاسبه قابل برشی یال های تعداد ۱ - ۱ - ۲ لم از ۱

۴x
tLx رابطه در بردار

صفر با لبه وجود عدم و یک با لبه وجود گراف، مجاورتی ماتریس در لذا بوده اند. جهت بدون و وزن بدون گراف هایی شده،
انجام خوشه بندی بودن بهینه میزان برای محکی خوشه، دو بین برشی لبه های تعداد مجموع این رو، از است. شده داده نشان
انتظار که همان گونه می دهد. نشان را بررسی مورد روش دو در خوشه دو بین برشی لبه های تعداد ۲ - ۳ جدول می باشد. شده
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روش
GACG CG شماره
۳٫۱۷۳ ۰٫۰۸۰ ۱
۲٫۷۶۰ ۰٫۰۰۷ ۲
۳٫۲۲۲ ۰٫۰۰۹ ۳
۳٫۷۸۸ ۰٫۰۱۲ ۴
۴٫۳۹۱ ۰٫۰۱۳ ۵
۳٫۴۶۷ ۰٫۰۲۴ میانگین

اجرا زمان :۳ - ۳ جدول
و مزدوج گرادیان الگوریتم

ژنتیک الگوریتم

روش
GACG CG شماره
۳۱۳٫۰۰۰ ۳۳۴٫۲۰۰ ۱
۴۵۹٫۹۰۰ ۴۹۰٫۶۵۰ ۲
۶۷۹٫۵۰۰ ۷۲۶٫۴۰۰ ۳
۹۵۷٫۵۵۰ ۹۹۹٫۸۰۰ ۴
۱۲۸۸٫۶۰۰ ۱۳۳۶٫۹۵۰ ۵
۷۳۹٫۷۱۰ ۷۷۷٫۶۰۰ میانگین

یال های تعداد :۲ - ۳ جدول
الگوریتم توسط گراف برشی

ژنتیک و مزدوج گرادیان

روش
GACG CG شماره
۷٫۷۶۶ ۸٫۹۹۱ ۱
۸٫۷۸۵ ۹٫۸۶۳ ۲
۱۰٫۴۱۴ ۱۱٫۷۲۶ ۳
۱۲٫۱۴۳ ۱۳٫۲۴۸ ۴
۱۴٫۲۴۹ ۱۵٫۲۰۰ ۵
۱۰٫۶۷۲ ۱۱٫۸۰۵ میانگین

هدف تابع هزینه :۱ - ۳ جدول
و مزدوج گرادیان الگوریتم های

ژنتیک

هستند. مختلف اجرای ۲۰ میانگین سطر هر نتایج هم اینجا در مجدداً هستند. قبلی جدول نتایج مؤید نتایج این می رود،
زمان مزدوج، گرادیان روش مناسب اولیه مقادیر کردن پیدا برای ژنتیک الگوریتم از استفاده نتیجه در حاصله بهبود
دو برای گراف اندازه هر از تصادفی نمونه ۲۰ تمام برای موردنیاز زمان ۳ - ۳ جدول سطر هر است. کرده بیشتر را پردازش

می دهد. نشان را روش
ویژه مقادیر همچنین و داده ها مجاورت ماتریس محاسبه بزرگ، داده های مجموعه برای گراف طیفی افراز بندی روش در
روش است. بالا ذخیره سازی حافظه میزان و محاسباتی زمان صرف نیازمند آن با متناظر لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای و
استفاده بزرگ داده های مجموعه برای طیفی افرازبندی از روش این کمک به می توان و می کند برطرف را مشکل این نیستروم

کرد.
و اجتماعی شبکه های تحلیل و تجزیه ، ۱ تصویر بندی قطعه به می توان گراف طیفی افرازبندی از استفاده موارد از
عنوان به تصویر ۲ پیکسل هر که می شود ساخته تصویر با متناظر گرافی تصویر، قطعه بندی در کرد. اشاره داده ها خوشه بندی
در آن ها کننده متصل یال وزن عنوان به پیکسل دو هر مکانی موقعیت و رنگی مولفه های اختلاف و گراف این در راس یک
مجاورت ماتریس و ۲۵۰۰ برابر گره ها تعداد گراف، به پیکسل ۵۰ × ۵۰ کوچک تصویر یک تبدیل با می شود. گرفته نظر
افزایش پیکسل ها دوم توان اندازه به ماتریس این مولفه های تعداد تصویر، شدن بزرگ با می شود. W ∈ R۲۵۰۰×۲۵۰۰ آن
متوقف طیفی، افرازبندی مرحله به رسیدن از پیش و می شود خارج ذخیره سازی برای حافظه ظرفیت از سرعت به که می یابند
این روی بر را طیفی افرازبندی داده، نمونه از تعدادی با مجاورت ماتریس از تقریبی و نیستروم روش کمک با می شویم.

می دهیم. انجام تصاویر
۱Image Segmentation ۲Pixel
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و یس آیر داده های مجموعه روی بر نیستروم روش پیاده سازی ۲ - ۳
سینه سرطان

قابل ۳ آن تارنمای طریق از و شده اند انتخاب UCI داده های مجموعه از ۲ سینه سرطان و ۱ آیریس داده های مجموعه
دسترسی اند.

به دیگر کلاس دو از کلاس، هر دارد. وجود داده نمونه ۵۰ کدام هر در که است کلاس سه شامل آیریس داده مجموعه
طول ترتیب به که ویژگی اند چهار دارای داده ها نمونه نیستند. جداپذیر خطی دو، به دو ولی است جداپذیر خطی صورت
ستوسا، آیریس گل های به مربوط ترتیب به کلاس ها می باشند. متر سانتی به گلبرگ عرض و گلبرگ طول ساقه، عرض ساقه،

می باشند. ویرجینیکا و وریکولور
شده اند محاسبه پستان ۴ آسپیراسیون برداری بافت از دیجیتالی تصویر یک از ویژگی ها سینه، سرطان داده مجموعه در
است. تا ۱۰ برابر ویژگی ها تعداد و ۵۶۹ داده ها تعداد می کنند. توصیف را تصویر در موجود سلولی هسته ویژگی های که
تعلق دوم کلاس به داده ۳۵۷ و اول کلاس به داده ۲۱۲ که شده اند داده تخصیص ۶ خوش خیم و ۵ بدخیم کلاس دو به داده ها

دارند.
انتخاب ما دارد. زیادی تاثیر الگوریتم بازدهی در نمونه  ها انتخاب نیستروم روش در شد، گفته قبل فصل در که همانگونه
انتخاب چند هر دادیم. انجام (IS) ۴ - ۲ الگوریتم افزایشی احتمال تابع اساس بر و (RS) تصادفی صورت دو به را نمونه ها
افزایش خوبی میزان به را افرازبندی دقت اما می افزاید، الگوریتم پردازش زمان بر افزایشی احتمال تابع روش به نمونه ها این
را داده ها نمونه تعداد ، الگوریتم این اجرای هر در شده اند. داده نمایش ۹ - ۳ تا ۴ - ۳ جداول در آزمایشات این نتایج می دهد.
چند را الگوریتم ، (RS) تصادفی نمونه گیری در است. خاصی داده نمونه تعداد به مربوط جداول این سطر هر و دادیم تغییر
نمونه گیری مراحل تعداد (IS) احتمال پایه بر نمونه گیری برای و شوند ایجاد متفاوتی تصادفی داده های نمونه تا کردیم اجرا بار
برای ، ۲ - ۱۰ - ۲ قضیه ۵۳ - ۲ فرمول در داده ها، مجموعه با متناظر گراف مجاورت ماتریس بودن ثابت دلیل به دادیم. تغییر را

داشت. خواهیم متفاوتی S مجموعه نتیجه در و می کند تغییر نیز E ماتریس t تغییر با است. ثابت S مجموعه یکسان، t
سطرهای ترتیب به و کردیم انتخاب داده نمونه عنوان به را داده ها از تا ۴۰ تعداد آیریس داده مجموعه برای اول سطر در
کرده تکرار بار ۳ را (RS) تصادفی نمونه گیری سطر، هر برای می باشند. داده نمونه ۱۴۰ و ۱۲۰ ،۱۰۰ ،۸۰ به مربوط بعدی
گیری نمونه مراحل تعداد که معنی این به کردیم. انتخاب ۲۵درصد و درصد ۱۰ ، درصد ۵ صورت به را (IS) نمونه های و
می رفت انتظار که همانگونه است، الگوریتم  اجرای زمان به مربوط ۶ - ۳ جدول کردیم. تکرار بار ۴ و ۱۰ ،۲۰ ترتیب به را
میانگین ۴ - ۳ جدول در است. بیشتر (RS) روش از مرحله، چند در مجاورت ماتریس پیمایش دلیل به (IS) روش زمان
نیز مجموع در و است داشته کمتری خطای احتمال پایه بر نمونه گیری روش موارد بیشتر در که است شده داده نمایش خطا
دهنده نشان که می دهد نمایش را برابر داده نمونه تعداد با روش دو خطای کمترین ۵ - ۳ جدول است. داده کاهش را خطا

۱Iris ۲Wisconsin Diagnostic Breast Cancer ۳https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html ۴Fine

Needle Aspirate (FNA) ۵Malignant ۶Benign
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روش
IS RS شماره

۰٫۴۹۴ ۰٫۱۶۵ ۱
۰٫۴۱۹ ۰٫۱۰۷ ۲
۰٫۴۰۶ ۰٫۱۰۱ ۳
۰٫۴۳۸ ۰٫۱۲۲ ۴
۰٫۴۳۹ ۰٫۱۵۲ ۵
۰٫۴۳۹ ۰٫۱۲۹ میانگین

اجرای زمان :۶ - ۳ جدول
آیریس برای نیستروم الگوریتم

روش
IS RS شماره

۸٫۶۶۷ ۱۰٫۶۶۷ ۱
۱۲٫۰۰۰ ۱۱٫۳۳۳ ۲
۱۱٫۳۳۳ ۱۱٫۳۳۳ ۳
۱۰٫۶۶۷ ۱۱٫۳۳۳ ۴
۱۱٫۳۳۳ ۱۱٫۳۳۳ ۵
۱۰٫۸۰۰ ۱۱٫۲۰۰ میانگین

درصد بهترین :۵ - ۳ جدول
برای نیستروم الگوریتم خطای

آیریس

روش
IS RS شماره

۱۱٫۱۱۱ ۱۱٫۳۳۳ ۱
۱۲٫۲۲۲ ۲۴٫۲۲۲ ۲
۱۱٫۷۷۸ ۱۱٫۳۳۳ ۳
۱۱٫۵۵۶ ۱۲٫۰۰۰ ۴
۱۱٫۳۳۳ ۱۱٫۳۳۳ ۵
۱۱٫۶۰۰ ۱۴٫۰۴۴ میانگین

خطای درصد :۴ - ۳ جدول
آیریس برای نیستروم الگوریتم

روش
IS RS شماره

۴٫۴۴۰ ۰٫۴۸۸ ۱
۴٫۳۹۲ ۰٫۱۳۴ ۲
۴٫۳۲۷ ۰٫۱۱۸ ۳
۴٫۶۲۳ ۰٫۲۹۴ ۴
۴٫۴۴۶ ۰٫۲۵۸ میانگین

اجرای زمان :۹ - ۳ جدول
سرطان برای نیستروم الگوریتم

سینه

روش
IS RS شماره

۳٫۳۶۷ ۲٫۷۸۲ ۱
۲٫۹۲۸ ۳٫۲۲۱ ۲
۲٫۴۸۹ ۲٫۴۸۹ ۳
۲٫۳۴۳ ۱۷٫۵۷۰ ۴
۲٫۷۸۲ ۶٫۵۱۵ میانگین

درصد بهترین :۸ - ۳ جدول
برای نیستروم الگوریتم خطای

سینه سرطان

روش
IS RS شماره

۴٫۱۹۷ ۱۰٫۴۹۳ ۱
۷٫۱۲۵ ۲۰٫۰۵۹ ۲
۲٫۶۳۵ ۱۸٫۶۴۳ ۳

۱۴٫۴۴۶ ۳۱٫۶۲۵ ۴
۷٫۱۰۱ ۲۰٫۲۰۵ میانگین

خطای درصد :۷ - ۳ جدول
سرطان برای نیستروم الگوریتم

سینه

نیز سینه سرطان داده مجموعه برای را مراحل این تمام است. خوشه بندی کیفیت در تاثیرگذاری و نمونه ها انتخاب اهمیت
تکرار داده نمونه هر برای بار ۳ را (RS) روش و گرفتیم ۱۸۰ و ۱۰۰ ،۸۰ ،۶۰ با برابر ترتیب به را نمونه ها تعداد و دادیم انجام
آمده دست به نتایج کردیم. انتخاب درصد ۵۰ و درصد ۲۵ ، درصد ۱۰ صورت (IS) به روش برای را نمونه ها این و کردیم
نتایج بهبودی از نشان آیریس داده مجموعه همانند که شده اند داده نشان ۹ - ۳ و ۸ - ۳ ،۷ - ۳ جداول در داده مجموعه این برای

دارند. (IS) روش توسط

احتمال بروزرسانی یتم الگور موازی سازی ۳ - ۳
اجرای زمان بهبود برای می توان ۵ - ۲ احتمال بروزرسانی الگوریتم در افزایشی احتمال تابع روش به نمونه نقاط محاسبه برای
سطر حلقه در مجاورت ماتریس سطرهای انتخاب احتمال بروزرسانی هنگام داد. انجام ساده سازی موازی یک الگوریتم،
محاسبه حلقه ی موضوع اصل در تغییر بدون می توان و است دیگر سطرهای از مستقل سطر هر احتمال الگوریتم، این (۳)
را موازی سازی این می توان الگوریتم اجرای بار هر برای که است ذکر به لازم نمود. اجرا موازی صورت به را احتمالات این
روی بر نمی توان الگوریتم این (۲) سطر E ماتریس در تغییر و S بردار در نمونه ها تعداد افزایش و تغییر دلیل به اما داد انجام

کرد. خواهند تغییر آمده دست به نتایج و داد انجام موازی سازی سطرها انتخاب مراحل کل
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آ  پیوست

احتمال بر مبتنی افزایشی نمونه گیری اثبات

سطرهایش با فربنیوس) نرم (تحت A برای k مرتبه- تقریب بهترین نشان دهنده πV,k(A) ،V ⊆ Rn فضای زیر یک برای
صورت این در است. V در

πk(A) = πRn,k(A) =

k∑
i=۱

σiu
(i)v(i)

T

سطرهای از مجموعه ای می گوییم است. V بر A متعامد تصویر πV (A) = πV,n(A) و A برای k مرتبه- تقریب بهترین
می گیریم ، S مجموعه A سطرهای از مجموعه ای برای سطرهاست. خود بجای سطرها، اندیس از گروهی معنی به که ، A
می نویسیم πspan(S)(A) بجای اختصار برای سطرهاست. این با شده تولید زیرفضای دهنده نشان span(S) ⊆ Rn

است. .πspan(S),k(A) شده کوتاه πS,k(A) که ،πS(A)
داریم: πV برای

ماتریس های و λ ∈ R هر برای πV (λA + B) = λπV (A) + πV (B) که معنی این به است، خطی πv .۱
.A,B ∈ Rm×n

ماتریس هر برای πV+W (A) = πV (A) + πW (A) آنگاه باشد، متعامد خطی فضای زیر V,W ∈ Rn اگر .۲
می آید. بدست A ∈ Rm×n

v در مولفه ای احتمال مقدار مولفه، هر آن در که است، شده تعریف E(v) بردار با آن احتمال v تصادفی بردار یک برای
است.

می کنیم. تعریف زیر صورت به را لم یک اثبات، سهولت برای

یک S .E = A − πV (A) کنید فرض ، V ⊆ Rn برداری زیرفضای به توجه با ، A ∈ Rm×n برای آ  - ۰ - ۱. لم
مطابقت زیر D توزیع با انتخاب احتمال و است A از شده انتخاب سطر s شامل که است تصادفی گیری نمونه مجموعه
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دارد:

Pi =

∥∥E(i)
∥∥۲

∥E∥۲
F

(آ  - ۱)

،k صفر غیر صحیح عدد هر برای سپس،

ES

(∥∥A− πV+span(S),k(A)
∥∥۲
F

)
≤ ∥A− πk(A)∥۲

F +
k

s
∥E∥۲

F

بردار برهان.
ω(۱), . . . , ω(k) ∈ V + span(S)

کنید فرض بگیرید، نظر در را
W = span{ω(۱), . . . , ω(k)}

یعنی شود، گرفته نظر در span{v(۱), . . . , v(k)}برای خوب تقریب یک عنوان به می تواند W

ES

(
∥A− πW (A)∥۲

F

)
≤ ∥A− πk(A)∥۲

F +
k

s
∥E∥۲

F (آ  - ۲)

که جایی
πk(A) = πspan{v(۱),...,v(k)}(A)

که همچنان است. تصویر یک زیرفضای بهترین نشان دهنده span{v(۱), . . . , v(k)}

W ⊆ V + span(S)

شد. خواهد ثابت آ  - ۰ - ۱ لم دهیم، ارائه را (آ  - ۲) فرمول از شواهدی اگر
دارد وجود l = ۱, . . . , s و i = ۱, . . . ,m هر برای است، Pi آن احتمال که کنیم می تعریف را X(j)

l تصادفی متغیر

X
(j)
l =

u
(j)
i

Pi
E(i) =

u
(j)
i

Pi

(
A(i) − πV (A

(i))
)

کنید فرض می شود. برداری نمونه D توزیع از که است A از مشخص سطر یک از خطی تابع یک X(j)
l

X(j) =
۱
s

s∑
l=۱

X
(j)
l
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سپس
ES

(
X(j)

)
= ETu(j)

می کنیم تعریف

ω(j) = πV (A)Tu(j) +X(j) , ۱ ≤ j ≤ k (آ  - ۳)

می آوریم دست به سپس
ES(ω

(j)) = σjv
(j)

یعنی است، ω(j) دوم مرتبه central moment یافتن بعدی گام

ES

(
∥ω(j) − σjv

(j)∥۲
)

که همانگونه
ω(j) − σjv

(j) = X(j) − ETu(j)

بنابراین

Es

(
∥ω(j) − σjv

(j)∥۲
)
=ES

(
∥X(j) − ETu(j)∥۲

)
=ES

(
∥X(j)∥۲

)
− ۲ES(X

(j)).ETu(j) + ∥ETu(j)∥۲

=ES

(
∥X(j)∥۲

)
− ∥ETu(j)∥۲ (آ  - ۴)

می کنیم: بررسی جداگانه صورت به را (آ  - ۴) فرمول عبارت اولین

ES

(∥∥∥X(j)
∥∥∥۲)

=ES

∥∥∥∥∥ ۱
s

s∑
l=۱

X
(j)
l

∥∥∥∥∥
۲

=
۱
s۲

s∑
l=۱

ES

(∥∥∥X(j)
l

∥∥∥۲)
+

۲
s۲

∑
۱≤l۱≤l۲≤s

ES

(
X

(j)
l۱ .X

(j)
l۲

)
=

۱
s۲

s∑
l=۱

ES

(∥∥∥X(j)
l

∥∥∥۲)
+

s− ۱
s

∥∥∥ETu(j)
∥∥∥۲ (آ  - ۵)
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می شود نتیجه ، (آ  - ۵) فرمول و (آ  - ۴) فرمول از مستقل اند. یکدیگر از X(j)
l۱ و X(j)

l۱ (آ  - ۵)، فرمول در

Es

(
∥ω(j) − σjv

(j)∥۲
)
=

۱
s۲

s∑
l=۱

ES

(
∥X(j)

l ∥
۲
)
− ۱

s
∥ETu(j)∥۲ (آ  - ۶)

داریم ، Pi تعریف به توجه با

ES

(∥∥∥X(j)
l

∥∥∥۲)
=

m∑
i=۱

Pi

∥∥∥ujiE(j)
∥∥∥

P ۲
i

≤ ∥E∥۲
F (آ  - ۷)

می آید: دست به ω(j) از دوم مرتبه central moment محدودیت یک (آ  - ۷) و (آ  - ۶) فرمول های از

ES

(∥∥∥ω(j) − σjv
(j)
∥∥∥۲)

≤ ۱
s
∥E∥۲

F (آ  - ۸)

کنید فرض کرد. تکمیل را اثبات می توان محدودیت این از استفاده با

y(j) = ω(j)/σj , ۱ ≤ j ≤ k

ماتریس

F = A

k∑
i=۱

v(i)y(i)
T

عبارت در F سطری فضای کند. محدود را ∥A− πW (A)∥۲
F خطای می تواند F می کنیم؛ تعریف را

W = span{ω(۱), . . . , ω(k)}

.∥A− πW (A)∥۲
F ≤ ∥A− F∥۲

F بنابراین می شود؛ شامل
∥A − F∥۲

F کران عنوان به (آ  - ۸) نامساوی از می توان ، u(۱), . . . , u(r) چپ منفرد بردار امتداد در A − F تجزیه با
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می شود: اثبات آ  - ۰ - ۱ لم بنابراین کرد، استفاده

ES

(
∥A− πW (A)∥۲

F

)
≤ES

(
∥A− F∥۲

F

)
=

r∑
i=۱

ES

(∥∥∥(A− f)Tu(i)
∥∥∥۲
F

)

=

k∑
i=۱

ES

(∥∥∥σiv(i) − ω(i)
∥∥∥۲)

+

r∑
i=k+۱

σ۲
i

≤k

s
∥E∥۲

F + ∥A− πk(A)∥۲
F (آ  - ۹)

می شود. استفاده ۲ - ۱۰ - ۲ قضیه اثبات برای استنتاجی روش از ادامه در ، آ  - ۰ - ۱ لم کمک با

سپس می دهد، ارائه است، t = ۱ وقتی را اولیه وضعیت ۱ - ۱۰ - ۲ قضیه شود. انجام نمونه برداری بار t کنید فرض برهان.
کنید فرض کنیم. می شروع را استنتاجی اثبات

E = A− πS۱ ∪ . . . ∪ St−۱(A)

آورد دست به را زیر نامساوی می توان ، s ≥ k/ε برای ، آ  - ۰ - ۱ لم با

ESt

(
∥A− πS۱∪...∪St,k(A)∥

۲
F

)
≤ ∥A− πk(A)∥۲

F + ε∥E∥۲
F

داریم
As∥E∥۲

F ≤
∥∥A− πS۱∪...∪St−۱,k(A)

∥∥۲
F

ESt

(
∥A− πS۱∪...∪St,k(A)∥

۲
F

)
≤ ∥A− πk(A)∥۲

F + ε
∥∥A− πS۱∪...∪St−۱,k(A)

∥∥۲
F

(آ  - ۱۰)

استنباط را ۲ - ۱۰ - ۲ قضیه نتایج توان می ، S۱, . . . , St−۱ آمده بدست مقادیر و نمونه برداری از استقرا فرض بار t − ۱ با
کرد:

ES

(
∥A− πS۱∪...∪St,k(A)∥

۲
F

)
≤∥A− πk(A)∥۲

F + εES۱,...,St−۱

(∥∥A− πS۱∪...∪St−۱,k(A)
∥∥۲
F

)
≤∥A− πk(A)∥۲

F + ε

( ۱
۱− ε

∥A− πk(A)∥۲
F + εt−۱∥A∥۲

F

)
=

۱
۱− ε

∥A− πk(A)∥۲
F + εT ∥A∥۲

F (آ  - ۱۱)
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ب پیوست

روش و مزدوج گرادیان روش برنامه های کد
نیستروم

طیفی مزدوج گرادیان کد ب - ۱: برنامه
۱ function [f_value, x] = Spectral_Conjugate(L,jaygasht)
۲
۳ %L is laplacian matrix
۴ %x_k is estimation of eigenvector corresponding to second -

smallest eigenvalue
۵
۶ format long;
۷ K = size(L,1);
۸ e = ones(1,K);
۹ x = zeros(K,1);

۱۰ for i=1:K
۱۱ x(i)=i-(K+1)/2;
۱۲ end
۱۳
۱۴ switch nargin
۱۵ case 2
۱۶ x=x(jaygasht);
۱۷ case 1
۱۸ x=x(randperm(K));
۱۹ end
۲۰
۲۱ x_k = x-((e*x/(e*e'))*e)';
۲۲ rho_k = x_k'*x_k;
۲۳ y_k = L*x_k;
۲۴ F_k = x_k'*y_k/rho_k;
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۲۵ g_k = 2/rho_k*(F_k*x_k-y_k);
۲۶ h_k = g_k;
۲۷ beta_k = g_k'*g_k;
۲۸
۲۹ for k=1:K
۳۰
۳۱ F = F_k;
۳۲ x = x_k;
۳۳ rho = rho_k;
۳۴ g = g_k;
۳۵ beta = beta_k;
۳۶ h = h_k;
۳۷
۳۸ y_k = L*h;
۳۹ p_k = rho; q_k = 2*x'*h; r_k = h'*h;
۴۰ s_k = rho*F; t_k = 2*x'*y_k; u_k = h'*y_k;
۴۱ alpha_k = (-(u_k*p_k-s_k*r_k)+...
۴۲ sqrt((u_k*p_k-s_k*r_k)^2-(u_k*q_k-t_k*r_k)*(t_k*

p_k-s_k*q_k))...
۴۳ )/(u_k*q_k-t_k*r_k);
۴۴ F_k = (s_k+t_k*alpha_k+u_k*alpha_k^2)/(p_k+q_k*alpha_k+r_k*

alpha_k^2);
۴۵ x_k = x+alpha_k*h;
۴۶
۴۷ if norm(g)<10^-6
۴۸ sprintf('iteration %d',k);
۴۹ break
۵۰ end
۵۱
۵۲ rho_k = x_k'*x_k;
۵۳ g_k = 2/rho_k*(F_k*x_k-F*x+.5*rho*g-alpha_k*y_k);
۵۴ beta_k = g_k'*g_k;
۵۵ h_k = g_k+(beta_k/beta)*h;
۵۶ end
۵۷ x = x_k./norm(x_k);
۵۸ f_value = x'*L*x;

نیستروم روش به خوشه بندی کد ب - ۲: برنامه
۱ function labels = Nystrom_Clustering(data, k, nsamp, m)
۲
۳ % k is number of clusters
۴ % m is sampling periods for incremental_sampling
۵ % pdist(a,b) calculate Euclidean distance between vectors a and

b
۶
۷ n = 25;
۸ t = 0;
۹ niter = 5;
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۱۰ N = size(data,1);
۱۱
۱۲ switch nargin
۱۳ case 4
۱۴ W = pdist(data,data);
۱۵ W = exp(-W.^2/2);% similarity matrix of data

points
۱۶ ind_rest = 1:N;
۱۷ ind_samp = incremental_sampling(W,nsamp,m);
۱۸ ind_rest(ind_samp) = [];
۱۹ ind = randperm(N-nsamp);
۲۰ ind_rest = ind_rest(ind);
۲۱ ind_all = [ind_samp ind_rest];
۲۲ A = W(ind_samp ,ind_samp);
۲۳ B = W(ind_samp ,ind_rest);
۲۴ case 3
۲۵ ind_all = randperm(N);
۲۶ ind_samp = ind_all(1:nsamp);
۲۷ ind_rest = ind_all(nsamp+1:end);
۲۸ A = pdist(data(ind_samp ,:),data(ind_samp ,:));
۲۹ B = pdist(data(ind_samp ,:),data(ind_rest ,:));
۳۰ A = exp(-A.^2/2);% similarity matrix of the

sample points
۳۱ B = exp(-B.^2/2);% similarity matrix of the

sample points and the remaining points
۳۲ otherwise
۳۳ error('The number of entries must be at least 3

and at most 4');
۳۴ end
۳۵
۳۶ % the joys of nystrom
۳۷ [V,~] = nystrom_ncut(A,B);
۳۸ % depermute the nsytrom result
۳۹ V(ind_all ,:) = V;
۴۰ V1 = V(:,1:k); % choose the k eigenvectors
۴۱ Vnormalized = V1./repmat(sqrt(sum(V1.^2,2)),1,k);
۴۲ % clustering k-th eigenvector to k clusters via k-means
۴۳ [~,labels ,~] = kmwrapper(Vnormalized ',k,n,t,niter);
۴۴ labels=labels ';

نیستروم روش به بزرگ ماتریس یک ویژه بردارهای محاسبه کد ب - ۳: برنامه
۱ function [V,ss]=nystrom_ncut(A,B);
۲
۳ Nsamples = size(A,1);
۴ Nothers = size(B,2);
۵ Npix = Nsamples + Nothers;
۶
۷ % compute total connection weight
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۸ disp('computing total connection weight...');
۹ d1 = sum([A;B'],1);

۱۰ d2 = sum(B,1) + sum(B',1)*pinv(A)*B;
۱۱ d = [d1 d2]';
۱۲ disp('done.')
۱۳
۱۴ % normalize
۱۵ disp('normalizing...');
۱۶ v = sqrt(1./d);
۱۷ A = A.*(v(1:Nsamples)*v(1:Nsamples)');
۱۸ B = B.*(v(1:Nsamples)*v(Nsamples+(1:Nothers))');
۱۹ disp('done.')
۲۰
۲۱ % find eigenvectors via PCA/nystrom trick
۲۲ disp('computing eigenvectors...')
۲۳ [U,S,junk]=svd(A);
۲۴ Asi=U*pinv(sqrt(S))*U';
۲۵ Q=A+Asi*B*B'*Asi;
۲۶ [U,L,junk]=svd(Q);
۲۷ Va=[A;B']*Asi*U*pinv(sqrt(L));
۲۸
۲۹ for i = 1:Nsamples -1
۳۰ V(:,i) = Va(:,i+1)./Va(:,1);
۳۱ end;
۳۲ disp('done.')
۳۳
۳۴ ss=1-diag(L); % convert to (D-W)x=lambda Dx form
۳۵ ss(1)=[]; % drop first eigenvalue (which is 1)

افزایشی احتمالی نمونه گیری کد ب - ۴: برنامه
۱ function S = incremental_sampling(W, m, s)
۲
۳ n = length(W);
۴ p = zeros(1,n);
۵ t = m / s;
۶
۷ for i=1:length(p)
۸ p(i) = norm(W(i))^2;
۹ end

۱۰ p = p / norm(W,'fro')^2;
۱۱ [~, sam] = sort(p,'descend');
۱۲ S(1:s) = sam(1:s);
۱۳
۱۴ for i=2:t
۱۵ P = update_probability(W, S);
۱۶ [~, sam] = sort(P,'descend');
۱۷ S(((i-1)*s)+1:i*s) = sam(1:s);
۱۸ end
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احتمال بروزرسانی کد ب - ۵: برنامه
۱ function P = update_probability(W, S)
۲
۳ n = length(W);
۴ P = zeros(n,1);
۵ R_perim = zeros(size(W,1),size(W,2));
۶ R_perim(S,:) = W(S,:);
۷ R_perim(:,S) = W(:,S);
۸ [U,~,~] = svd(R_perim);
۹ E = U * W * U';

۱۰ for i=1:n
۱۱ if ~ismember(i,S)
۱۲ P(i) = norm(E(i))^2;
۱۳ end
۱۴ end
۱۵ P = P / norm(P);
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